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Capitulo 1

Introduccion

Si queremos que nuestro objetivo de crear un autémata antropoformo auténomo tenga
éxito es obvio que hemos de ser capaces de dotarlo de capacidades de percepcion. Han
pasado més de dos décadas desde que varios investigadores y grupos de investigacién co-
menzaron a intentar automatizar el proceso de visién humana, y sin embargo prevalece
un cierto sentido de frustracién. Es obvio que esta frustracion existe debido, entre otras
cosas, a la propia sofisticacién del sistema de percepcién humana. Sin embargo, hemos de
tener en cuenta que estas habilidades son el resultado de millones de afios de evolucién y
que nuestros sistemas de percepcién no son infalibles, como muestra la clasica espiral de
Fraser (ver figura 1.2). No obstante, la impaciencia estd justificada. Tal vez, la investiga-
cién en vision artificial ha sido altamente improductiva o peor atn, el esquema de trabajo

adoptado por la comunidad de investigadores es erréneo.

1.1. ;Qué es la vision artificial?

Tal y como se define en [38], podriamos decir que la vision artificial o comprension de
imdgenes describe la deduccion automdtica de la estructura y propiedades de un mundo
tridimensional, posiblemente dindmico, bien a partir de una o varias imdgenes bidimen-
sionales de ese mundo. Las imagenes pueden ser monocromaticas (de niveles de gris) o
multibanda, pueden provenir de una o varias cadmaras e incluso cada camara puede ser
fija o movil.

Las estructuras y propiedades del mundo tridimensional que queremos deducir en vi-

sion artificial incluyen no sélo sus propiedades geométricas, sino también sus propiedades

23
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materiales. Ejemplos de propiedades geométricas son la forma, tamafo y localizacién de
los objetos. Ejemplos de propiedades de los materiales son su color, iluminacion, tex-
tura y composicién. Si el mundo se modifica en el proceso de formaciéon de la imagen,
necesitaremos inferir también la naturaleza del cambio, e incluso predecir el futuro.

i Por qué es tan dificil el problema de la visién artificial?. Una de las razones es que la
formacion de iméagenes es una aplicacién de muchas y diferentes escenas tridimensionales
en una imagen bidimensional. Como resultado, el problema inverso, dada una imagen
bidimensional determinar la escena tridimensional de la que procede, no tiene solucion
unica. Equivalentemente, de una unica imagen de una escena no es posible recobrar sin
ambigiiedades la escena de la que proviene. Hay varias posibles soluciones a este problema:
(1) tomar mds imédgenes y (2) hacer mas hipétesis sobre el mundo. En este segundo caso
es importante que cualquier hipdtesis que hagamos sea mantenible y que entendamos
exactamente su papel.

Incluso cuando el problema de inversion de la imagen esté suficientemente restringido
de forma que casi tengamos una solucién inica nos quedan dos problemas, su computabili-
dad y su robustez. ;jEs la solucién computable usando capacidades de procesamiento
razonables?, y ademds jes dicha soluciéon robusta?, en el sentido de admitir pequeiios
errores bien en los datos o en la propia computacion.

Nos podemos preguntar si la visién artificial no es una forma de procesamiento de
imagenes o reconocimiento de patrones. Aunque existe algin solapamiento, las diferen-
cias son muy importantes. Procesamiento de imagenes es un término genérico para la
manipulacién de iméagenes con objeto de producir nuevas iméagenes que son mejores, en
algin sentido. El procesamiento de imagenes comprende: la mejora de imagenes, que mo-
difica una imagen para mejorar su apariencia a nivel humano; la restauracién de imagenes
que corrige la degradacién de imdagenes, por ejemplo por emborronamiento por movi-
miento; y compresion de imagenes, que pretende la representacién de iméagenes de forma
compacta manteniendo un cierto nivel de calidad. Por su parte, el reconocimiento de pa-
trones, o clasificacién de patrones, clasifica patrones en un elemento de un conjunto finito
de posibles categorias. En general, podria decirse, para simplificar, que el énfasis en el
reconocimiento de patrones esta sobre patrones bidimensionales como letras del alfabeto.
La vision artificial, por el contrario, se dedica mas a la generacion de descripciones de es-
cenas tridimensionales -que no estan, en principio, restringidas a pertenecer a unas clases
predeterminadas- a partir de imagenes bidimensionales.

El propésito de la vision artificial es inferir el estado del mundo fisico a partir de
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iméagenes ruidosas y ambiguas del mundo. De las muchas fuentes de informacién en una
escena, s6lo unas pocas estan presentes en la imagen. Ademas de la informacién propor-
cionada por las propias imagenes, a veces es posible tener conocimiento sobre los objetos,
su conducta y el contexto. Otro aspecto importante es el que se refiere a la captaciéon
pasiva de la imagen, es decir no influir sobre las condiciones de luminosidad, en lugar de

trabajar en lo que podriamos llamar captacién o sensado activo.

La aproximacién a la visién artificial que cuenta con un mayor nimero de adeptos es
la que recibe el nombre de modular, como alternativa a la que por ejemplo tiene como
objetivo realizar una optimizacién global. En la aproximacion modular el objetivo es
primero aislar las diferentes fuentes de informacion en una imagen: estas fuentes pueden
ser por ejemplo discontinuidades, sombreado y movimiento. Entonces se pueden usar bien
en solitario o en combinacién estas fuentes para hacer inferencias sobre la escena. Es
obvio, como bien sabemos, que un sistema modular es mas facil de controlar, monitorizar

y mejorar asi como de comprender.

Es obvio que la vision artificial tiene varias aplicaciones menos ambiciosas que la
construccion de robots auténomos. Estas aplicaciones pueden pasar por la automatizacion
de una linea de ensamblaje, la inspeccién de circuitos para detectar defectos, teledeteccién
para construir mapas de regiones no facilmente accesibles, comunicaciéon mediante gestos

con el ordenador y ayudas a los discapacitados mediante perros guias robots.

La figura 1.1 muestra un esquema simple de un sistema de vision de propdsito general.

Los recuadros en la figura representan datos y las flechas el flujo de los datos.

En este modelo, la escena tridimensional es observada primero por una o varias camaras
para producir una o varias imagenes monocromdaticas o multibanda. Se detectan entonces
las discontinuidades en la luminosidad y estos elementos reciben el nombre de bordes.
Puede ocurrir que la segmentacién se produzca también en regiones relativamente ho-
mogéneas. Estas dos informaciones se usan para restringir las posibles interpretaciones
de la escena. Para restringir la informacion sobre la escena se usan varias caracteristicas
como: mapas de bordes, sombreado, textura, estereo y movimiento. Las restricciones a
las que dan lugar estas caracteristicas pueden ser bien locales (orientacién, reflectancia
de puntos) o globales (por ejemplo el objeto es de tal tipo.). Todas las restricciones si-
multdneamente generan descripciones de la imagen que particionan la imagen que pueden

servir con varios objetivos (ver [28]).
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Escena

Detectores de Fronteras ‘ -
Imagen(es) - Fronteras/Regiones ‘
Segmentacion \ i
Generacion de restricciones Segmentos, Sombreado,
usando: Textura, Estereo,
Movimiento

‘ Restricciones a preimagen 3-D ‘

Satisfaccion de segmentacion 3-D
restricciones y
simultanea agregacion

‘ Descriptores de superficie 3-D ‘

Uso para prediccion,
movimiento
manipulacion, etc.

Figura 1.1: Sistema de visién de propésito general

1.2. Nuestro Patrocinador: El Ojo

Una de las preguntas que uno puede hacerse es por qué los investigadores en visién
artificial no construyen simplemente un sistema que emule el sistema visual humano,
teniendo en cuenta la enorme cantidad de publicaciones en neurofisiologia, psicologia y
psicofisica. Una buena razén por la que los investigadores en visién artificial no emulan la
visiéon humana es porque lo que se conoce del sistema de visién humano mas alla del propio
ojo es principalmente disjunto, especulativo y escaso. Pero hay mas, aunque el sistema
de vision humano es adecuado para muchas tareas, es obvio, como veremos que adecuado
no equivale a infalible. La no infalibilidad del sistema es ampliamente demostrada por la

existencia de ilusiones visuales. Una de ellas se ilustra en la figura 1.2.

Antes de seguir adelante, describiendo el 0jo humano, la retina y los caminos visuales
al cerebro, discutamos un momento sobre la percepcién y el conocimento. Aunque es obvio
que nadie puede negar el papel fundamental que juega la percepcién en la adquisicién de
informacioén por los humanos, podria argumentarse que ver es un acto mecanico y que no
genera nada. Todo lo que el acto de ver hace es inferir el estado del mundo en la medida de

lo que es permitido por los datos sensados. Es decir, produce alimento para el pensamiento,
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Figura 1.2: La espiral de Fraser. Ilusiéon de espirales

para conceptualizar y clasificar -asignar pertenencia a una clase de equivalencia basada
en formas o funciones, por tanto adscribiendo propiedades que no son percibidas y tan

solo postuladas. Dejemos este tema pero pensemos sobre él.

Con independencia de si queremos emular o no la visién humana -bien en la forma
o en el funcionamiento- seria bueno preguntarnos qué conocemos del sistema de visiéon

humano.

El 0jo humano es aproximadamente un globo de 2 cms de didAmetro que puede rotar en
su orbita bajo el control de seis musculos extrinsecos. La figura 1.3 muestra una seccién
del ojo derecho humano. La luz entra a través de la trasparente cérnea, pasa a través del
humor acuoso que rellena la camara anterior, llega al cristalino y entonces a través del
gelatinoso humor vitreo forma una imagen invertida en la retina. Delante del cristalino
tenemos una membrana opaca llamada iris que da al ojo su color. La luz sélo puede
entrar al ojo a través de una apertura circular del iris que se llama pupila, cuyo tamafio
se controla por la expansién y contraccion del iris. El cristalino se mantiene en su sitio
por los ligamentos suspensorios a través de los cuales el musculo ciliar ajusta la curvatura

del cristalino.

El ajuste de la curvatura del cristalino de un ojo por su miusculo ciliar se llama aco-

modaciéon. La acomodacion adapta el ojo para obtener la mejor visién a una distancia
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concreta, (en los ojos sanos, los objetos a esa distancia se forman en la retina, ni delante
ni detras). Cuando los objetos se forman delante o detrds de la retina aparecen borrosos
al observador. La miopia describe la incapacidad del ojo para enfocar en la retina objetos
distantes del 0jo, en este caso los objetos se forman delante de la retina. La hipermetropia
describe la incapacidad de un ojo para enfocar en la retina objetos que estan proximos al

0jo, (estos objetos se forman detras de la retina).

1.2.1. La retina

La retina es una membrana nerviosa compleja con un mosaico de fotoreceptores que
cuando es estimulada por la luz produce senales eléctricas nerviosas. Estas senales se
transmiten al cerebro a través del nervio éptico, evocando la experiencia de la visién. El
lugar de la retina donde se juntan todas las fibras nerviosas individuales que constituyen
el nervio 6ptico recibe el nombre de disco éptico. Esta region no tiene fotoreceptores y
por eso se llama a menudo punto ciego. No lejos del punto ciego existe una zona con
una alta concentracién de fotoreceptores llamada la févea, con un didmetro menor que un
milimetro, la févea tiene una importancia enorme ya que proporciona la agudeza visual
en escenas fuertemente iluminadas. Los objetos se forman en la févea cuando dirigimos
nuestra mirada hacia ellos.

La retina, que es menos de un milimetro de gruesa, ha sido el objeto de numerosos
estudios. El primer punto importante a notar es que las fibras del nervio éptico se colocan
cerca del humor vitreo y sin embargo, los bastones y conos -los dos tipos de receptores, que
reciben su nombre de su forma- estan localizados cerca de la coroides. Esta disposicion
es obviamente contraintuitiva ya que obliga a que la luz pase a través de casi toda la
profundidad del tejido de la retina -lleno de capilares sanguineos, células nerviosas y
fibras nerviosas- antes de que pueda ser sensada. Sin embargo en la févea, al contrario
que en el resto de la retina, mucho del tejido retinal entre los fotoreceptores y el humor
vitreo esta desplazado hacia un lado creando una zona con acceso directo a la luz.

La figura 1.4 muestra cémo la luz llega a la retina a través del humor vitreo que esta en
la parte inferior de la imagen y luego pasa a través del tejido retinal para ser detectado
por los fotoreceptores que son los bastones y los conos. Los bastones, que son capaces
de detectar luz mucho mas débil, facilitan la visién en la oscuridad. Por otra parte, los
conos, que al contrario de los bastones tienen diferentes variedades, cada variedad con una

sensibilidad preferentes hacia la luz verde, roja o azul nos proporcionan la visién en color.
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Figura 1.3: El ojo humano

La figura 1.5 muestra la distribucién de conos y bastones en la retina humana. En la capa
sindptica méas exterior, los conos y bastones terminales forman sinapsis con las células
bipolares. Una sinapsis es un lugar en el cual una célula del sistema nervioso transmite
senal a otra. Las células bipolares llevan a las células ganglionares con las que forman
sinapsis en la capa sindptica interna. Es la fibra nerviosa de las células ganglionares la
que llega a formar el nervio 6ptico que lleva al cerebro. El nimero de fibras 6pticas es
alrededor de un millén mientras que el nimero aproximado de conos y bastones es de
125 millones. Es obvio que la senal generada en los conos y bastones es codificada y
compactada antes de llegar al cerebro. Esta compactacién se lleva a cabo con la ayuda de
células amacrinas y horizontales que proporcionan conexiones sinapticas laterales en las

capas interna y externa, respectivamente.

1.2.2. Los caminos visuales al cerebro

Aunque en los dos siglos pasados se ha visto sustancial mejora en nuestra comprension
de la estructura y funcionamiento del ojo humano, las partes mas centrales del sistema
visual tienen muy poco que no sea un misterio de momento. Es la conversién de las
iméagenes retinianas en conocimiento del mundo lo que forma la auténtica barrera para
nuestro entendimiento de la vision humana. Aunque tenemos idea de los caminos visuales

del ojo al cerebro, sabemos poco de lo que ocurre en el cerebro.
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La figura 1.6 ilustra los mayores caminos visuales del ojo al cerebro. De cada ojo
emerge un nervio 6ptico que transporta senales eléctricas nerviosas del ojo al cerebro. Las
fibras que constituyen cada nervio 6ptico pueden dividirse en dos grupos: las mas cercanas
a las fosas nasales y las méas exteriores. Las més exteriores van al mismo lugar del cerebro
que en el que se originaron mientras que las mas préximas a la nariz cruzan en el quiasma
6ptico para ir al lado contrario del cerebro al que estaban. Asi pues como vemos en la
figura 1.6 el campo visual izquierdo va al lado derecho del cerebro y el derecho en el
izquierdo. Lo que es importante es que las dos imagenes retinianas de cualquier punto
de la escena que es visible a ambos ojos se localizan en la misma regién del cerebro. Es
la disparidad entre las dos imdagenes retinianas la que hace posible la percepcién de la
profundidad estereoscépica dentro del campo de visién que comparten los dos ojos (El
término estereoscépico significa ver los objetos en tres dimensiones debido a la diferencia
entre las imagenes formadas en los dos ojos; es importante que tengamos en cuenta que
es posible percibir un objeto en tres dimensiones sin el uso de ambos ojos).

Para entender el significado de la visién estereoscépica basta con intentar colocarle
la caperuza, con una mano, a un boligrafo que sujetamos con la otra mano a una cierta
distancia delante nuestra. Veremos que es mucho mas dificil cuando lo intentamos con un
ojo cerrado.

Volviendo a los caminos visuales, a partir del quiasma 6ptico las fibras épticas siguen
en dos grupos llamados los tractos épticos. Cada tracto comprende fibras que proceden de
las mismas partes de las dos retinas. La mayoria de las fibras proceden hasta los nicleos
geniculados externos que es una region donde se producen las ultimas sinapsis. De los dos
nucleos geniculados externos las senales son trasmitidas via las radiaciones 6pticas a la
corteza estriada que recibe este nombre por su apariencia a rayas en el cerebro humano.
La importancia de la févea se manifiesta en la corteza estriada por el tamafio del area que
le dedica en ella. No se sabe mucho de lo que pasa en las regiones de la mente dedicadas

a la vision.

1.3. Ilusiones, Ambigiiedades e Inconsistencias

Como ya hemos visto la falibilidad del sistema de visién humano ha sido demostrada

ampliamente por la existencia de ilusiones visuales, ambigiiedades e inconsistencias ([10],

[14]).
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Figura 1.6: Caminos visuales del ojo al cerebro

Uno de los ejemplos de ilusion es la espiral de Fraser que ya hemos visto. Existen otros
ejemplos, como los que se muestran en la figura 1.7 de ilusiones épticas.

Otro problema es que una figura puede tener mds de una posible interpretacién, en
otras palabras, la figura puede ser ambigua. Multiples interpretaciones pueden coexistir
o una puede dominar a la(s) otra(s). Dos ejemplos son las figuras 1.8,1.9

Finalmente, es posible que, aunque percibida como una figura que ni es ambigua ni
corresponde a una ilusién éptica, la figura sea completamente irrealizable en el sentido
de que no podemos construir el objeto 3 — D percibido en el espacio real 3 — D. Es-
ta posibilidad es ilustrada bellamente por Beldevere, la famosa litografia de Escher que
reproducimos en la figura 1.10. Aunque la litografia se percibe al principio como una
escena normal, un examen mas detallado de la misma revela que la escena percibida es
fisicamente irrealizable.

Las diferentes ilusiones, ambigiiedades e inconsistencias que hemos analizado son mu-
cho méas que curiosidades. Nos llevan a preguntarnos si inferimos de nuestras imagenes
en la retina més de lo que de verdad estd soportado por la geometria y fisica de la for-

macion de imagenes. Helmhotz en su libro Handbook of Physiological Optics publicado
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Ilusion de Zollner (1860) Ilusién de Poggendorff (1860)
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llusién de Hering (1861) [lusién de Wundt (1896)

Figura 1.7: Seis ilusiones opticas clasicas. En la ilusion de Zollner las diagonales son pa-
ralelas pero no lo parecen, en la de Poggendorft, la linea recta no lo parece, en la de
Helmholtz los cuadrados parecen rectangulares, en la de Miiller-Lyer las lineas horizon-
tales parecen de diferente longitud y en los de Hering y Wundt las lineas rectas parecen

curvadas.
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Mujer joven / Anciana Jareén f Caras

Hacla dentro / Hacia fuera Seis cubos f Siete cubos

Figura 1.9: Cuatro ejemplos clasicos de ambigiiedad
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a mediados del siglo pasado expresé que cada imagen es una imagen de algo sélo para
aquel que conoce como leerla, y que estd capacitado con la ayuda de la imagen a formar
una idea de la cosa. La implicacion de esta afirmacién es que no es como si el sistema
visual humano estuviera haciendo inferencias precisas y exactas basadas en la fisica de la
formacion de imagenes en el ojo, sino que el sistema visual invoca reglas que se obtienen
y estdn sesgadas por la experiencia previa del individuo y tal vez por la especie. Como
resultado los humanos podrian ver lo que no hay y no ver lo que hay. Una pregunta nos

asalta a todos, jle permitiriamos a una maquina hacer lo mismo?.



Capitulo 2
Fundamentos

En este tema vamos a analizar algunos conceptos que son fundamentales en el proce-
samiento de imagenes. La referencia basica serd [12].

Comenzaremos analizando brevemente los tipos de imagenes. Veremos a continuacion,
de una forma simple e intuitiva, la modelizacién de una imagen y como se obtiene ésta a
partir de una escena tridimensional. Posteriormente examinaremos los efectos del muestreo
y la cuantificacion, para estudiar a continuacion las distorsiones que se producen en la
imagen. Tras analizar algunas relaciones entre pixeles terminaremos el tema describiendo

un sistema de procesamiento de imagenes de propdsito general.

2.1. Elementos de un sistema de procesamiento de
imagenes

Los elementos usuales de un sistema de procesamiento de imdgenes de tipo general
son los siguientes: Captaciéon, Almacenamiento, Procesamiento, Comunicaciones
y Visualizacion.

Ninguno de estos elementos serd descrito en este tema, por lo que se recomienda la
visita a algin centro de instrumentacién cientifica (como el de nuestra Universidad) para
examinar los componentes de un sistema de procesamiento de imagenes.

Si parece importante examinar la tabla siguiente que muestra diferentes tipos de image-
nes y sensores para la captacién de escenas. bpp denota bits por pixel, Scan se usa para
notar escaner, n.g. nivel de gris, Micr. para microscopio, Micria. para microscopia y elec-

tro. para electrénica.

37
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Figura 2.1: Un Mondrian formado por regiones de color constante

Escena Sensor Tipo Bandas | bpp tamano
(fuera)dentro V.C. n.g./color | 1-3(2D) | 8-24 |  768x512
Micr. éptico Micria. 6ptica | n.g./color | 1-3(2D) | 8-24 |  768x512

Micria. electro. n.g. 1(2D) 8 (Film)

Tierra Scan.+Satélite. n.g. >4(2D) | 8 | >3000x2000

Cielo Telesc+CCD Intensit. | 4(2D) | 32 | >1400x700
Cuerpo | X-rays Film n.g. 1(2D) (Film)
C.T. Scan. Barrido n.g. 1(3D) 8 | 512%x24xseg
M.N.R. | Scan. Barrido n.g. 1(3D) 256°x40
Eco. Video n.g. 1(2D) 5122x?
Foto Scan. sobremesa | n.g./color | 1-3(2D) | 8-24 | 600 ppp

2.2. Modelo de Imagen Simple

Consideremos una situacion simple en la que la orientacién de una superficie no juega
ningun papel, por ejemplo un grupo de circulos en el que dentro de cada uno se refleja la
luz de la misma forma (ver figura 2.1). Este tipo de escena recibe el nombre de Mondrian
en honor del pintor holandés Cornelis Mondrain que a comienzos del siglo veinte pintaba
cuadros con estas caracteristicas.

En una situacién de este tipo, la radiancia de la escena, que se nota I(z,y), se carac-
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teriza por dos componentes: (1) la cantidad de luz que incide en la escena que se estd ob-
servando y (2) la cantidad de luz que reflejan los objetos en la escena. Estos conceptos
reciben el nombre de irradiacion y reflectancia y se notan e(z,y) y r(z, y) respectivamente.

Su producto define [(z,y), es decir

l(z,y) = e(z,y)r(z,y)

donde
0<e(z,y)<oo y 0<r(z,y) <1

para clarificar conceptos observemos que e mide energia que le llega, mientras que / mide
la energia que emite. Normalmente, la energia que le llega proviene de un punto de luz.

Las ecuaciones anteriores indican que la reflectancia estd acotada por 0 (absorcién
total) y 1 (reflectancia total). La naturaleza de e(x,y) se determina por la fuente de luz
y 7(z,y) lo determina la caracteristica del objeto.

Algunos ejemplos tipicos son los siguientes. En un dia claro la iluminacién puede ser
de 9000 candelas en la superficie de la Tierra y menor que 1000 en un dia nublado. La
luna puede producir 0.01 candelas de iluminacién. En cuanto a la reflactancia 0,01 es el
numero correspondiente a terciopelo negro, 0,65 le corresponde a acero inoxidable, 0,80
para las paredes blancas, 0,93 para la nieve, etc.

Es evidente de las ecuaciones anteriores que

Lin <1 < Lmax

m

Para interiores se puede tener que Ly;, =~ 0,005 y Lmax =~ 100. [L Lmax] recibe el

min>
nombre de escala de niveles de gris. Usualmente, este rango se lleva, en el procesamiento
posterior, al intervalo [0, L] donde [ = 0 se considera negro y [ = L se considera blanco.
Es obvio que una pregunta a la que necesitamos dar respuesta es qué relacién existe
entre la radiancia en un punto de un objeto (radiacién de la escena) L y la irradiacién
en el correspondiente punto de la imagen captada (irradiacién de la imagen) E. Si d es
el didmetro de la lente y f es la distancia al plano de la imagen, puede probarse que (ver

figura B.1)
2

m,.d 4
E_LZ(?) cos” a

donde a es el angulo del rayo desde el objeto hasta el centro de la lente. (ver [18]). Es

importante no confundir esta f con una imagen, aqui se usa como distancia focal.
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Figura 2.2: De escena 3-D a la imagen 2-D

2.3. Geometria de Imagenes

Estudiaremos ahora como se forman las imégenes 2-D a partir de las escenas tridimen-
sionales. Entender la formacién de imégenes es un prerrequisito para entender completa-
mente los métodos de recuperar informacién 3-D a partir de imagenes. Si entendemos el
proceso por el cual el mundo 3-D (una escena) se proyecta en el mundo 2-D (una imagen)

comprenderemos dos aspectos fundamentales de la formacién de iméagenes:
= ;Qué determina donde aparece la imagen de un punto?.
s ;Qué determina lo brillante que la imagen de una superficie es?.

La respuesta a la segunda pregunta ha sido proporcionada de una forma simple en la

seccion anterior. Veamos ahora la respuesta a la primera.

2.3.1. Perspectiva por Proyeccién

Consideremos un agujero diminuto ideal (ojo de aguja) a una distancia fija delante del
plano de la imagen (ver figura B.1). Supongamos que idealmente sélo la luz que viene a
partir del ojo de la aguja puede alcanzar el plano de la imagen. Puesto que la luz viaja
en linea recta, cada punto en la imagen corresponde a una direcciéon particular definida

por un rayo desde el punto a través del ojo de la aguja.
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Definimos el eje 6ptico, en este caso simple, como la perpendicular, a través del ojo
de la aguja, al plano de la imagen. Introducimos un sistema de coordenadas con el origen
en el ojo de la aguja y el eje z alineado con el eje 6ptico y apuntando hacia la imagen.
Es importante tener en cuenta que con esta orientacion los puntos hacia los que mira la
cdmara tienen componente z negativa.

Queremos ahora calcular dénde aparecerd la imagen P’ del punto P que estd sobre
un objeto enfrente de la cdmara (ver figura B.1). Supondremos que no existe ningin otro
objeto en el rayo que une P y el ojo de la aguja O. Sea r = (z,y, z)* el vector que une P
yOyr' =(2,y, f) el que une Oy P

Si el rayo que conecta Py P’ forma un dngulo « con el eje éptico tendremos

donde z es el vector unitario en la direccién del eje 6ptico. Es importante recordar que

los puntos delante de la cAmara tienen componente z negativa. Ademas

fl
cos(a) = —|| ]
de modo que
Il x|
= _ 2.1
f! Iz (2.1)
lo que en componentes significa
o Yy oy
== y =
AR frooz

El mismo modelo puede obtenerse cuando el plano z = 0 se situa en el plano de la

imagen como se detalla en [12].

2.3.2. Proyeccién Ortografica

Consideremos la proyeccion de perspectiva donde el plano de la imagen se encuentra
en z =0, el ojo de la aguja en z = f y el plano de la escena en z = z, con f > 2. En ese
caso las ecuaciones de la proyeccién de perspectiva serian, observemos que en este caso

las imagenes no salen invertidas,

X

a' y
f o f-z Y ff-z

<
<




42 CAPITULO 2. FUNDAMENTOS

obviamente la z proyectada tiene z = 0 en todos los casos. Observemos que cuando f
tiende a infinito tenemos que x = 2’ e y = y'. Llamaremos perspectiva con distorsion a la
que aplica (z,y, z) en (fz/(f — 2), fy/(f — 2), fz/(f — z)). Esta transformacién recibe el
nombre de proyeccién ortografica cuando el ojo de la aguja estd a distancia infinito en la
direccion de z.

La perspectiva con distorsién produce un objeto tridimensional al que se le ha quitado
la forma, cuanto méas lejano del ojo de la aguja esté mds pequeno se vera.

Observemos que en los modelos que hemos descrito hemos perdido la informacién
sobre el eje z. Es claro que para recuperarla necesitamos al menos dos imagenes distintas,

desde diferentes dngulos, del mismo objeto.

2.4. Efectos del muestreo y la cuantificacién

Las dos principales causas que producen pérdida de informacion cuando capturamos
una imagen son la naturaleza discreta de los pixeles de la imagen y el rango limitado de

valores de intensidad luminosa que somos capaces de medir en cada pixel.

2.4.1. Efectos del muestreo

El muestreo de una imagen tiene el efecto de reducir la resolucién espacial de la misma.
La figura 4.9 muestra el efecto de captar una misma imagen a distintas resoluciones. Todas
ellas han sido transformadas al mismo tamano para su visualizacion.

Puede observarse la pérdida de informacién introducida con el aumento del paso de
muestreo, asi como el ruido que se va introduciendo en forma de patrones rectangulares

sobre la imagen.

2.4.2. Efecto de la cuantificacion

El efecto de cuantificacién viene dado por la imposibilidad de tener un rango infinito
de valores de medida para la intensidad de brillo de los pixeles. La tecnologia actual
permite en algunos casos llegar hasta 10 bits de informacién, aunque lo general es tener 8
bit, o equivalentemente 256 niveles de gris para codificar este valor luminico. La figura 2.4

muestra el efecto de representar una imagen con distintos nimeros de bits (8 y 1).
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Figura 2.3: De izquierda a derecha y de arriba a abajo. Muestreo a 256 x 256, 128 x 128,
64 x 64 y 32 x 32 pixeles
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Figura 2.4: Efecto de la cuantificacién. De izquierda a derecha, 8 y 1 bits.

No existen criterios que nos permitan decidir el nimero 6ptimo de pixeles y de bits con
los que muestrear una determinada imagen. Distintos estudios experimentales, usando la
opinioén de expertos, han llegado a la conclusion de que existen determinados valores de
umbral por encima de los cuales no se aprecia una significativa ganancia pero por debajo
de ellos si se aprecia una pérdida efectiva en la imagen. En cualquier caso y dado el estado
de desarrollo actual de los métodos automaticos de andlisis e interpretacién de imagenes
la conclusién de obtener una imagen con la mayor resolucién y calidad posible parece por

ahora la tnica viable.

2.5. Formacion de la Imagen

Supongamos que un objeto tridimensional o escena es convertido en una imagen 2-D
mediante un sistema de grabacién como una cdmara (ver figura 2.5). Los sistemas de

grabacién no son perfectos e introducen distorsiones estadisticas y deterministicas.

Notaremos por f(,7) y g(7, ) la imagen original sin distorsiones y la imagen observa-
da, ruidosa y emborronada, respectivamente. Un modelo general de formacién de imagenes

consta de las partes siguientes
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\

Figura 2.5: Captacién de Imagen

Funcion de Emborronamiento o psf

u(d, ) = Y2 > d(i, j,m,n) f(m,n) (2:2)

Transformacion
v(i, j) = S(u(i j)) (2.3)
Proceso de Ruido
9(i,5) = v(i, j) © €(i, j) (2.4)

donde S{.} representa una funcién no lineal, d(7, j,m,n) es la respuesta del sistema
de emborronamiento a un impulso bidimensional en la posicién (i, j), €(i,j) denota el
proceso de ruido y ® representa una operacion punto a punto.

Las operaciones descritas son aproximaciones discretas del problema continuo. Un
estudio de como se obtiene la versién discreta del problema a partir del continuo, asi como
las condiciones bajo las cuales la versiéon continua puede recuperarse a partir de la discreta
puede encontrarse en [27], pdginas 15 y ss.

Pasaremos ahora a estudiar cada uno de los pasos en la formacién de la imagen.

2.5.1. Funcion de Emborronamiento

El modelo de emborronamiento definido en (2.2) es de uso limitado debido fundamen-

talmente a las dificultades para estimar d(i, j,m,n) asi como al gran esfuerzo computa-
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cional que se requiere para las técnicas de restauracion a las que da lugar. En la mayoria
de las situaciones, el emborronamiento puede ser considerado, al menos localmente, como

invariante en el espacio pudiendo entonces escribirse
u(i,j) =323 d(i —m,j—n)f(m,n) (2.5)

Estudiaremos ahora las funciones de emborronamiento mas comunes. En este estudio
tendremos en cuenta que el proceso de emborronamiento es un proceso continuo y nos
propondremos encontrar d(m, n) a partir de su versién continua d(s, ¢;¢), donde v es un
vector que determina la fuerza del emborronamiento. Usaremos la siguiente aproximacion:

d(m,n) = / d(s, t; ) dsdt (2.6)

Q(m,n)

donde ) ) ) )
Q ={s,tlm—=-<s< “n—-<t<n+-
(m,n) = {s,tlm 2_s_m+2,n 5 < _n+2}

Ademaés habremos de tener en cuenta que la funcién de emborronamiento no puede tomar
valores arbitrarios y que en particular no puede tomar valores negativos y la suma de los

coeficientes debe ser igual a uno.

Emborronamiento por Movimiento

Se pueden distinguir muchos tipos de emborronamiento por movimiento, todos ellos
son debidos al movimiento relativo entre el aparato que capta la imagen y el objeto. Estos
movimientos pueden ser traslaciones, rotaciones, cambios de escala o incluso combinacio-
nes de estos casos.

Si el objeto es trasladado a una velocidad constante V' en un angulo de ¢ radianes con
el eje horizontal durante un intervalo de exposicién [0, T, la distorsién es unidimensional.

Si definimos la longitud del movimiento mediante L = VT, la psf viene dada por

1/L sivVs2+8 < L/2yt/s=tan(y)

0 en caso contrario

d(s,t; L,v) = {

Emborronamiento por desenfoque

Cuando una escena 3-D produce una imagen 2-D algunas partes de la escena estan
enfocadas, mientras que otras no lo estan. Si la apertura de la camara es circular, la

imagen de un punto fuente es un disco pequefio conocido como el circulo de confusién. El
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Figura 2.6: Imagen original y borrosa por desenfoque.

grado de desenfoque (el didmetro del circulo de confusién) depende de la longitud focal
F, la apertura y la distancia P entre cdmara y el objeto.

Si el grado de desenfoque es muy grande, es posible usar una funcién de emborrona-
miento uniforme dentro del circulo de confusién. La psf de este emborronamiento con un

radio R igual al circulo de confusién dividido por dos viene dado por:

-1 ivVs2+2 <R
d(s,t;R):{”R2 Sl1 Vse+ 12 <

0 en caso contrario

La figura 2.6 muestra un ejemplo de emborronamiento por desenfoque.

Turbulencia Atmosférica

Aunque el emborronamiento introducido por turbulencia atmosférica depende de mu-
chos factores como temperatura, velocidad del viento y tiempo de exposicion, para expo-
siciones largas la funciéon de emborronamiento puede ser aproximada correctamente por

una funcién gausiana:

2 42
d(s,t;0) = Cexp {_s 2+2 }
o

donde o2 determina la severidad del emborronamiento y C es una constante.
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Emborronamiento de Dispersion

Las imégenes por rayos X muestran los detalles mediante la cantidad de radiacién que
fue absorvida por el objeto que fue irradiado. Por desgracia, la irradiacién se dispersa de su
camino de incidencia lo que produce una distribucién de radiacién alrededor de un punto.
Aunque hay muchos factores que influyen en la correspondiente psf, una paroximacion

razonable es la siguiente

C
(1+ (2 +t2)/R2)P

d(s,t;8) =

Las constantes § y R determinan la severidad del emborronamiento y son una funcién de

la distancia entre el detector y el objeto radiado.

2.5.2. Transformacion

La respuesta de los detectores y almacenadores de iméagenes es usualmente no lineal.
Por ejemplo, la respuesta de las peliculas fotograficas, imagenes de scanners y visualiza-
dores puede escribirse como

v(i, ) = au(i, j)°
donde a y B dependen del aparato utilizado. Veamos un ejemplo:

Consideremos una sefial de video, las componentes de color aparecen en el modelo de
color RGB, para televisiones por ejemplo, como voltajes cuyos valores instantaneos son
proporcionales a la iluminacién que cae en el correspondiente punto del tubo. La senal
de video original que llega a un monitor CRT no es apropiada ya que los tubos de rayos
catodicos son instrumentos no lineales, la funcién de transferencia de un CRT produce una

intensidad, I, que es proporcional a alguna potencia del voltaje V', mediante la expresion
I<aV?

donde < se encuentra entre 2 y 3 dependiendo del tipo de tubo. Son factores gamma
tipicos 2,2 para el sistema NSTC y 2,8 para PAL/SECAM.

Para compensar por el procesamiento no lineal en el monitor, los datos RGB son
gamma corregidos antes de la transmisién (en la cdmara) en lugar de en el receptor

) ., 7045
mediante la ecuacién Lt ransmite = Irecibe
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Nosotros supondremos que las transformaciones no-lineales pueden ser eliminadas del
problema. Asi que nuestros procesos de formaciéon de imdagenes sélo constardn de em-
borronamiento y modelo de ruido. Sin embargo, esto requiere un poco de justificacion.
Algunas veces es posible aproximar la respuesta no lineal por una lineal tomando una
transformacién apropiada (por ejemplo logaritmica) o incluso realizando la operacién in-
versa del sensor antes que ningun otro tipo de procesamiento. Este aproximacién tiene
el incoveniente de que el proceso es aplicado también al ruido, aunque los resultados, en

general, no son malos.

2.5.3. Modelos de Ruido

Un modelo general de ruido es el siguiente: la operacién ©, que define el proceso de

ruido, es la suma y €(i, 7) tiene la siguiente forma
€(i,7) = \Ju(t, 5 (i, 5) + p2(3, 7)

donde w1 y po son ruidos blancos gausianos independientes de media cero. En algunos

casos la formula anterior es una aproximacién de la expresién para obtener g(i, j)

donde P denota una distribuciéon de Poisson.
La figura 2.7 muestra un ejemplo de imagen ruidosa con ruido aditivo gausiano de

desviacién tipica 20.

2.6. Algunas Relaciones Basicas Entre Pixeles

En esta secciéon vamos a considerar varias relaciones simples aunque importantes entre
los pixeles de una imagen digital. A lo largo de este curso usaremos normalmente f(z,y) o
g(x,y) para notar una imagen. Para pixeles particulares usaremos letras mintsculas como

py ¢. Un subconjunto de pixeles de f(z,y) se nota S.

2.6.1. Vecinos de un pixel

Un pixel p de coordenadas (z,y) tiene cuatro vecinos horizontales y verticales cuyas

coordenadas son
(z+1,9),(x—1,9),(x,y+1),(z,y — 1)
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Figura 2.7: Imagen original y ruidosa con ruido gausiano.

este conjunto de pixeles, que recibe el nombre de 4-vecinos de p, se nota Ny (p). Cada pixel
estd a distancia unitaria de (z,y).

Los pixeles diagonales vecinos de p tienen coordenadas
(w+1)y+1)’(x_ 1’y_ 1))(17_ 1ay+1)a($+1ay_ 1)

y se notan Np(p). Estos puntos, junto con los cuatro vecinos, se llaman 8 — vecinos de p

y se notan Ng(p).

2.6.2. Conectividad

La conectividad entre pixeles es un concepto importante usado para establecer las
fronteras de objetos y las regiones componentes de una imagen. Para establecer si dos
pixeles estdn conectados hemos de establecer si son adyacentes en algin sentido (por
ejemplo si son 4-vecinos y si sus niveles de gris cumplen alguin criterio de similaridad, por
ejemplo ser iguales). Asi o en una imagen binaria con valores 0 y 1 dos pixeles pueden ser
4-vecinos y no estar conectados salvo que tengan el mismo valor.

Sea V' el conjunto de valores de niveles de gris que se usa para definir la conectividad,
por ejemplo en las imagenes binarias , V' = {1} o un rango como V = {33,34,...,50} en

las imagenes de niveles de gris.
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Consideramos tres tipos de conectividad:

1. 4 — conectividad. Dos pixeles p y ¢ con valores en V se dicen 4-conectados si ¢

pertenece a Ny(p).

2. 8-conectividad. Dos pixeles p y ¢ con valores en V' se dicen 8-conectados si g perte-

nece a Ng(p).

3. m-conectividad. Dos pixeles p y ¢ con valores en V' se dicen m-conectados si

a) q € Ny(p)o

b) q € Np(p) y Na(p) N Ny(q) es vacio. (Este es el conjunto de 4-vecinos de p y ¢

con valores en V).

Es importante notar que la m-conectividad se introduce para eliminar la ambigiiedad

en los posibles caminos que unen dos pixeles.

Diremos que un pixel p es adyacente a ¢ si estan conectados. Es obvio que este concepto
depende del tipo de conectividad que se use. Dos subconjuntos de una imagen S, S; y Ss,
diremos que son adyacentes si algin pixel en S; es adyacente a alguno en S,.

Un camino del pixel p con coordenadas (z,y) a ¢ con coordenadas (s, t) es una sucesién

distinta de pixeles con coordenadas

(:L'Ov yO)a (:L'la yl)v ey (:L'na yn)

donde (z9,y0) = (z,9) v (Zn,yn) = (s,t), siendo (z;,y;) adyacente a (x;_1,y;_1) para
1 < @ < n, siendo entonces n la longitud del camino. Es obvio que el tipo de camino
depende del tipo de adyacencia utilizado.

Si p y q son pixeles en un subconjutno S de una imagen, entonces p esta comectado a

q en S si existe un camino de p a ¢ que esté contenido en S.

2.6.3. Medidas de Distancia

Para p, ¢ y z con coordenadas (z,y), (s,t) y (u,v) respectivamente. D es una funcién

de distancia o métrica si cumple

1. D(p,q) > 0(D(p,q) =0 sii p=gq)
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2. D(p,qg)=D(q,p)y
3. D(p,z) < D(p,q)+ D(q,z2)

La distancia euclidea entre p y ¢ se define como

De(p,q) = \/(x — 82 + (y — t)?

para esta medida de distancia, los pixeles a distancia menor o igual que r de uno dado
definen un disco de radio r centrado en él.

La distancia D, (también llamada de bloques por la estructura que genera) se define
mediante

Dy(p,q) = |z — 5|+ |y — t|

Por ejemplo, los pixeles a distancia menor o igual que 2 de uno dado son los siguientes

N = O =N

La distancia Dg (también llamada de ajedrez entre p y g se define mediante
De(p, q) = méx(|z — s, |y — t])

por ejemplo los pixeles con distancia Dg menor o igual que 2 son

[ NI NG NG NG NV
N = = = RN
N = O =N
I T L
[ NI NI NI N NV

2.6.4. Operaciones Aritmético / Légicas

Las operaciones aritmético/l6gicas entre pixeles se usan muy frecuentemente en el
procesamiento de imagenes. Las operaciones aritméticas entre dos pixeles p y ¢ se notan

como sigue
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1. Suma: p+ g,
2. Diferencia: p — g,
3. Multiplicacién: p*xq o pg o p X q
4. Divisién: p + q
Las principales operaciones légicas entre pixeles son
1. AND: pANDg,
2. OR: pORg
3. COMPLEMENTO: NOTp

Es importante notar que las operaciones aritméticas se aplican a imagenes multiva-
luadas, es decir a imagenes cuyos pixeles pueden tomar diferentes valores, mientras que
las logicas se refieren a imagenes bivaluadas tomando los valores 0 o 1.

Ademas de las operaciones aritmético/légicas que hemos visto, es posible ampliar estos
conceptos, como veremos en capitulos posteriores, a operaciones de mascara en la que se
tenga en cuenta los valores de los pixeles vecinos, tanto para imagenes multivaluadas como

binarias.

2.7. Pasos Fundamentales en el Procesamiento de Image-

nes

La visiéon artificial lleva asociada una enorme cantidad de conceptos relacionados con
hardware, software y también con desarrollos teéricos. En esta seccion veremos los pasos
fundamentales para llevar a cabo una tarea de visién artificial.

Como ejemplo guia que nos permitird entender mas facilmente el proceso utilizaremos
el problema de reconocimiento de las direcciones en un sobre de correos.

La figura 12.8.2 muestra que el objetivo es producir un resultado para un dominio
concreto mediante procesamiento de imégenes, la idea puede extenderse facilmente a un
problema mds general. El objetivo es leer la direccion de cada carta. El resultado final

serd, por tanto, una sucesion de caracteres alfanumeéricos.
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El primer paso en el proceso es adquirir la imagen digital. Para ello necesitamos
sensores y la capacidad para digitalizar la sefial producida por el sensor. El sensor puede
ser una camara color o monocromo que produce una imagen completa del dominio del
problema cada 1/30 segundos. Los sensores podrian ser también una cdmara scanner que
produce una linea en cada instante. En este caso el movimiento del objeto por la linea
del scanner (o al revés) produce la imagen bidimensional. Si la salida de la cdmara no
estd en formato digital necesitariamos usar un conversor analégico digital. La naturaleza
del sensor y la imagen que produce vienen determinadas por la aplicacién. En el ejemplo
que estamos considerando un modelo de captaciéon muy usado es el scanner.

Una vez que la imagen digitalizada ha sido obtenida el siguiente paso consiste en el
preprocesamiento de dicha imagen. El objetivo del preprocesamiento es mejorar la imagen
de forma que nuestro objetivo final tenga mayores posibilidades de éxito. En nuestro
ejemplo, el preprocesamiento trata normalmente con técnicas de mejorar el contraste,
suprimir ruido y aislar regiones que por sus caracteristicas indiquen la posibilidad de
informacion alfanumeérica.

El paso siguiente es la segmentacion. Definida en sentido amplio, su objetivo es dividir
la imagen en las partes que la constituyen o los objetos que la forman. En general la
segmentacion auténoma es uno de los problemas mas dificiles en el procesamiento de
la imagen. Por una parte, una buena segmentacion nos facilitarda mucho la solucién del
problema, por otra parte la segmentacion errénea nos conducird al fallo. En nuestro pro-
blema de reconocimiento de caracteres, el objetivo de la segmentacion es extraer caracteres
individuales y palabras del fondo.

La salida del proceso de segmentacién es una imagen de datos que o bien contienen
la frontera de la regién o los puntos de ella misma. Necesitamos ahora convertir nuestros
datos a una forma que sea apropiada para el ordenador. Nuestra primera decisién es saber
si vamos a usar la representacion por frontera o region completa. La representacién por
la frontera es apropiada cuando el objetivo se centra en las caracteristicas de la forma
externa como esquinas o concavidades y convexidades. La representacién por regiones
es apropiada cuando la atencién se centra en propiedades internas como la textura o el
esqueleto. Sin embargo, en muchas aplicaciones ambas representaciones coexisten. Esta
situacion ocurre en nuestro problema donde necesitamos algoritmos basados en la forma
de la frontera y también en el esqueleto.

La eleccién de una representacion es sélo una parte de la transformacion de los datos

de entrada. Necesitamos especificar un método que extraiga los datos de interés. La des-



2.7. PASOS FUNDAMENTALES EN EL PROCESAMIENTO DE IMAGENES 5%)

cripcién, que recibe también el nombre de seleccién de rasgos se dedica a extraer rasgos
que producen alguna informacion cuantitativa de interés o rasgos que son basicos para
diferenciar una clase de objetos de otra. En nuestro ejemplo los descriptores pueden ser
los agujeros y las concavidades (convexidades) que nos ayudaran a diferenciar una parte
del alfabeto de otra.

El ultimo paso de la figura 12.8.2 es el reconocimento y la interpretacion. El reconoc-
miento es el proceso que asigna una etiqueta a un objeto basada en la informacién que
proporcionan los descriptores. La interpretacion lleva a asignar significado al conjunto de
objetos reconocidos. En nuestro ejemplo, identificar un caracter como ¢ requiere asociar
los descriptores para ese caracter con la etiqueta c. la interpretacion pretende dar sentido
a un conjunto de entidades etiquetadas. Por ejemplo, una hilera de cinco nimeros puede
ser interpretada como un cédigo.

Hasta ahora no hemos dicho nada sobre la necesidad de conocimiento a priori o sobre la
interaccién entra la base de conocimiento y los mdédulos de procesamiento. El conocimien-
to sobre el dominio del problema se codifica en la forma de una base de conocimiento. Este
conocimiento puede ser tan simple como detallar las regiones de la imagen donde la infor-
macion de interés se encuentra y por tanto ayudando a limitar la bisqueda de los objetos
de interés. La base de conocimiento puede ser bastante compleja también, puede incluir
una lista de los mayores defectos que se pueden esperar en un problema de inspeccién
de materiales. Ademas de guiar la operaciéon de cada mddulo, la base de conocimientos
también controla la interaccién entre los diferentes moédulos. Esta distincién se hace en
la figura 12.8.2 por el uso de flechas de doble sentido que unen la base de conocimiento
con los médulos de procesamiento, en contraposicion a las flechas unidimensionales entre
los médulos de procesamiento. Nuestro formato indica que que la conunicacién entre los
modulos de procesamiento se basa generalmente en el conocimiento a priori sobre lo que
el resultado deberia ser. El conocimiento guia no sélo la operaciéon de cada moédulo sino
también la operacién de realimentacion entre los médulos a través de la base de cono-
cimiento. Por ejemplo, una hilera de nimeros en la localizaciéon correcta pero formada
por cuatro caracteres (uno de ellos imposible de reconocer) podria llevar al médulo de
interpretacién a sospechar que dos caracteres estan unidos. Una realimentacion a través
de la base de conocimiento podria llevar a intentar una nueva segmentacion.

Aunque no discutiremos aqui la presentacion de imagenes es importante recordar que
este proceso puede tener sentido en cualquier paso de la figura 12.8.2. También es im-

portante recordar que no todas las aplicaciones necesitan todas las interacciones que se
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Figura 2.8: Pasos en el procesamiento de la imagen

muestran en la figura 12.8.2.

2.8. [Ejercicios

1. Escribir un programa en C que implemente los diferentes modelos de emborrona-
miento descritos en el tema. El programa deberd ser el mismo para todos los modelos

de emborronamiento y sélo variar en funcién de las opciones. Por ejemplo,
emborrona -i inputimage -a -s 5 -R 10 -o outputimage

realizaria un emborronamiento atmosférico con una desviacién tipica de 5 y un radio

de 10 de la imagen inputimage y la escribiria en outputimage.
emborrona -i inputimage -m -e 3 -a 45 -o outputimage

realizaria un emborronamiento por movimiento en 3 pixeles con un angulo de 45°
de la imagen inputimage y la escribiria en outputimage. Crear la correspondiente

pagina de manual (man page).

2. Con el mismo formato que en el programa anterior realizar la operaciéon de afiadir
ruido para los diferentes modelos vistos en el tema. Crear la correspondiente pagina

de manual (man page).
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3. Escribir un programa usando cantata que simule los procesos de muestreo y cuan-
tificacion en una imagen. Es decir, que varie la resolucién y la cantidad de niveles

de gris utilizados para obtener una imagen.
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Capitulo 3

Sobre las imagenes y su

almacenamiento en ficheros

3.1. Introduccion

Una vez que una escena ha sido observada y capturada (o mejor dicho captada), por
ejemplo mediante una fotografia, tenemos nuestra herramienta basica de trabajo, una
imagen. Esta imagen podrd ser en blanco y negro (bivaluada), en niveles de gris o en
color y a su vez podrd ser almacenada en un fichero o preparada para su transmision
usando un formato de imagen apropiado bien sea tiff, fits, gif, pbm, X11 bitmap, targa,
etc.

En este tema analizaremos el proceso de obtencion de imagenes tanto de niveles de gris

como colores y comentaremos brevemente los diferentes formatos de ficheros de imagenes.

3.2. Fundamentos del Color

En 1666 Isaac Newton descubrié que cuando un rayo de luz solar pasa a través de
un prisma de cristal el rayo de luz que sale no es blanco sino que estd formado por un
espectro continuo de colores que van desde el violeta al rojo. Podria decirse que el espectro
de color puede dividirse en seis amplias regiones: violeta, azul, verde, amarillo, naranja
y rojo. Sin embargo, cuando se ven todos los colores juntos ningun color del espectro
termina bruscamente, mds bien se mezcla suavemente con el siguiente (ver [12]).

La idea del color es inicialmente muy simple, los colores que los seres humanos perci-

99
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bimos en un objeto vienen marcados por la naturaleza de la luz reflejada del objeto. Un
cuerpo que refleja luz relativamente equilibrada en todas las longitudes de onda del visible
aparece blanco. Un objeto que refleja en un rango limitado del espectro visible muestra
algin tipo de sombra de color.

La caracterizacién de la luz es fundamental para la ciencia del color. Si la luz no tiene
color su tnico atributo es la intensidad. Luz sin color es lo que vemos en las televisiones
en blanco y negro.

Para una luz con color, el espectro electromagnético de luz visible va de 400 a 700
nm (1072m aproximadamente. Se usan tres cantidades para describir una luz cromdtica:
radiancia (un concepto que estudiamos en el capitulo anterior), luminancia y brillo. La
luminancia se mide en limenes y es una medida de la cantidad de energia que el observador
percibe. Por ejemplo, la luz emitida por una fuente que opera en el infrarrojo puede tener
mucha energia, radiancia, pero no es visible por el observador y por tanto su luminancia
es nula. Por ultimo, el brillo es un descriptor subjetivo que se puede medir dificilmente,
lleva asociado el concepto de luz sin color y es el responsable basico de la sensacién de
color.

Debido a la estructura del ojo humano, todos los colores se ven como una combinacién
de los tres llamados colores basicos Rojo(R), verde (G) y azul (B), usaremos la notacién
inglesa. Con la idea de producir un standard la Comisién Internacional de Iluminacién
(CIE) designé en 1931 las siguientes longitudes de onda para los tres colores primarios:
azul= 435.8 nm, verde= 546.1 nm y rojo=700 nm, sin embargo es obvio que un sélo
color no puede ser llamado rojo, verde a azul. Por tanto, tener tres longitudes de onda
especificas para los tres colores no significa que estas tres componentes trabajando solas
puedan generar todos los colores. Esto es importante, ya que se cree, errébneamente, que
estos tres colores mezclados pueden producir todos los colores visibles. esto no es cierto
salvo que también permitamos a las longitudes de onda que varien.

Si sumamos los colores primarios produciremos los colores secundarios, magenta (rojo
mas azul), cian (verde mds azul) y amarillo (rojo més verde). Si mezclamos los tres colores
primarios o un secundario con su color primario opuesto en las intensidades correctas
tendremos luz blanca. Ver la figura 3.1 que también muestra los colores primarios y sus
combinaciones para obtener los secundarios.

Diferenciar entre los colores primarios de luz y los colores primarios de pigmentacién
o colorantes es importante. En este caso, un color primario se define como uno que ab-

sorbe un color primario de luz y transmite los otros dos. En este caso pues, los colores
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Blanco

Magenta

Figura 3.1: suma de colores primarios

bésicos de pigmentacién son magenta, cian y amarillo y los secundarios son rojo, verde y
azul. Estso colores se muestran en la figura 3.2. Una combinaciéan apropiada de las tres
pigmentaciones primarias produce el negro.

La recepcion de television en color es, como sabemos, un ejemplo de la naturaleza
aditiva de los colores.

Las caracteristicas que generalmente se usan para distinguir un color de otro son el
brillo, el color (matiz) y la saturacién. El brillo lleva asociado el concepto de intensidad.
El matiz es un atributo asociado con la longitud de onda dominante en la mezcla de las
ondas luminosas. La saturacién se refiere a la cantidad de luz blanca mezclada con el
matiz. Los colores puros del espectro estan completamente saturados. Colores como el
rosa estan menos saturados siendo la saturacién inversamente proporcional a la cantidad
de luz blanca que se anade. Un ejercicio interesante es editar en el entorno de ventanas

las propiedades de los mismas y ver como estos tres conceptos se relacionan.

3.3. Modelos de Color

El propésito de un modelo de color es facilitar la especificacién de colores en algin
formato standard. En esencia, un modelo de color es una especificacién de un modelo de
coordenadas 3-D y un subespacio dentro de ese sistema donde cada color se representa

por un punto unico.
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Figura 3.2: Colores secundarios

La mayoria de los modelos de color que se usan hoy se orientan hacia hardware como
monitores o impresoras o aplicaciones de manipulacién de color. El modelo orientado
a hardware mdas comin es el RGB (rojo-verde-azul), el modelo CMY (cian-magenta-
amarillo) para impresoras en color y el YIQ que es el standard para la difusién de TV, en
este caso la Y corresponde a luminancia y la I y Q son dos componentes cromaéticas, ya
las analizaremos. Para la manipulacién del color se usan normalmente los modelos HSI
(matiz, saturacién e intensidad) y HSV (matiz, saturacién y valor).

Los modelos de color méas usados en el procesamiento de imdagenes son RGB, YIQ
y HSL. En la subseccién siguiente detallaremos el modelo RGB, para un estudio més

completo ver [12].

3.3.1. El modelo de color RGB

En el modelo RGB cada color aparece en sus componentes primarias espectrales rojo,
verde y azul. El modelo estd basado en un sistema de coordenadas cartesiano. El subes-
pacio de intereés es el cubo que se muestra en la figura 3.3. El grafico es autoexplicativo.

Por conveniencia se supone que todos los colores han sido normalizados de forma que
el cubo es unitario, es decir se supone que todos los valores de rojo, verde y azul estan en
el rango [0, 1].

Las imagenes en el modelo de color RGB estdn formadas por tres planos de imagenes

independientes, cada una de los colores primarios. Cuando son introducidas en un monitor
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Azul | Cian
Magenta 3
' Blanco
: Verde
P S
Rojo Amarillo

Figura 3.3: Cubo de color RGB. Los puntos en la diagonal principal tienen niveles de gris

desde el negro en el origen al blanco en el punto (1,1,1)

RGB, las tres imédgenes se combinan en la pantalla de fésforo para producir una imagen
de color compuesta. Por tanto, el uso del modelo RGB para el procesamiento de imagenes
tiene sentido cuando las imagenes vienen expresadas en términos de los tres planos de
colores. Alternativamente, la mayoria de las cdmaras en color que se usan para adquirir
imagenes digitales utilizan el formato RGB, lo que hace si cabe mas interesante este

formato.

Uno de los mejores ejemplos de la utilidad del modelo RGB es el procesamiento de
imagenes aéreas y de satelites multiespectrales. Estas imagenes se obtienen para diferentes
rangos espectrales. Por ejemplo, las imdgenes LANDSAT se obtienen como minimo en
cuatro ventanas espectrales distintas de la misma escena. Dos ventanas estan en el espectro
visible y corresponden aproximadamente a verde y rojo; las otras dos estan en el infrarojo.
Asi pues cada plano de la imagen tiene sentido fisico y la combinacién de color utilizando
el modelo RGB para procesamiento y visualizacién tiene sentido cuando se ve en una
pantalla en color. La figura 3.4 muestra una imagen en color de vreduras y frutas junto
con sus tres bandas de color rojo, verde y azul. Obsérvese que el mayor nivel de gris en

cada banda corresponde con el color predominante en cada objeto (fruta o verdura).
Sin embargo, no siempre es éste el mejor modelo de color para el procesamiento de
imagenes. Consideremos, por ejemplo que queremos realzar una imagen en color de una

cara humana, parte de la cual esta oculta por sombra. Este problema puede ser abordado
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Figura 3.4: (a) Imagen original en color. (b) Plano de rojo. Plano de verde y (c) plano de

azul
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como la igualacion del histograma. Al tener tres bandas y puesto que el histograma tra-
baja sélo con las intensidades, cuando igualemos el histograma en cada banda, en cada
una de ellas tendremos mejora, sin embargo, el resultado global, (cuando se combinen
las tres bandas), serd impredecible. Algunos otros modelos de color, por ejemplo el que
discutiremos brevemente a continuacion son mas utiles para este tipo de problemas.
RGB is la elecciéon mas corriente para graficos por ordenador ya que los CRT usan
fosforo rojo, verde y azul para crear el color deseado. Sin embargo, RGB no es la forma
mas eficiente de describir las tres componentes de color. El igual ancho de banda da lugar
a la misma profundidad del pixel y resolucién del display para cada componente. Sin
embargo, la sensibilidad de la componente de color del ojo humano es menor que la de
la luminancia. Por estas razones, muchos métodos de codificacién de imagenes y sistemas
de transmisién utilizan la luminancia y dos diferencias de colorres. Estos son los formatos

YUV, YIQ, YC,C, y SMPTE 240M [44].

3.3.2. El modelo de color CMY

Como ya sabemos el cian, magenta y amarillo son los colores secundarios. Para con-

vertir de colores primarios a secundarios hemos de realizar la siguiente transformacion.

C 1 R
M =11 G
Y 1 B

La figura 3.5(a,b,c) muestra las representaciones en las correspondientes bandas de
la imagen en la figura 3.4(a). Para obtener estas imagenes se ha normalizado cada canal
a uno independientemente, dividiéndolo por 255, a continuacién se le ha restado a uno

dicha cantidad y por ultimo se ha multiplicado el resultado por 255.

3.3.3. El modelo de color YUV

Este es el formato de color se utiliza por los standards de TV NTSC, PAL y SECAM.
La Y representa la componente de blanco y negro y la informaci 'on de color U y V se

afiade para mostrar una imagen en color. La transformacion es

Y 0,209 0,587 0,114 R
U |=| -0147 —0280 0436 |-| G
1% 0,615 —0,515 —0,100 B



66 CAPITULO 3. SOBRE LAS IMAGENES Y SU ALMACENAMIENTO EN FICHEROS

Observemos que U = 0,492(B —Y) y que V = 0,877(R — Y'). Usualmente U y V son
submuestreados por un factor de dos a cuatro en la dimensi ’on espacial, ya que el ojo
humano es mucho menos sensible a estos factores.. Esto es muy ttil, por ejemplo, para

reducir el nimero de bits utilizado en técnicas de compresiéon de imagenes.

3.3.4. EIl modelo de color YIQ

El modelo YIQ se usan en las emisiones de TV en color. Bésicamente, YIQ es una
recodificacién de RGB para la eficiencia en la trasmisién y para mantener la compatibi-
lidad con los standards de TV monocromo. De hecho, la componente Y del sistema YIQ
proporciona toda la informacién de video que se requiere para una televisién monocromo.

La conversion de RGB a YIQ viene dada por

Y 0,299 0,587 0,114 R
I | =1 059 —0275 —0,321 G
Q 0,212 —0,523 0,311 B

Este sistema fue disenado teniendo en cuenta las caracteristicas del sistema visual
humano, en particular la mayor sesibilidad a los cambios en luminancia que a los cambios
de matiz o saturacién.. Asi pues, este standard usa mds bits (o ancho de banda) para
representar Y y menos para I y Q.

Ademads de ser ampliamente usado, una de sus ventajas mdas importantes es que las
informaciones de luminancia (Y) y color (I y Q) estdn separadas. la importancia de esta
separacion es que podemos procesar la luminancia sin afectar el color.

La figura 3.5(d,e,f) muestra las representaciones en las correspondientes bandas de la
imagen en la figura 3.4(a).

Observemos que la figure 3.5(d) es una imagen en niveles de gris de la imagen original.
Puesto que las bandas YUV tienen rangos distintos todas han sido llevadas al [0,255] para
la visualizacion. Tengamos en cuenta qie tanto la banda U como V pueden tener valores

negativos.

3.3.5. El modelo de color HSI

Como ya hemos visto le matiz es un atributo que describe la pureza de un color (puro
amarillo, naranja o rojo), mientras que la saturacién da una medida del grado en el que

un color puro se diluye con luz blanca. La utilidad del modelo de color HSI se debe a dos
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(e) (f)

Figura 3.5: (a) Plano C del modelo CMY (b) Plano M del modelo CMY (c) Plano Y del
modelo CMY (d) Plano Y del modelo YIQ (e) Plano I del modelo YIQ (f) Plano Q del
modelo YIQ.
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hechos principales. Por una parte, la componente de intensidad se separa de la informacién
de color y ademads las otras dos componentes estan muy relacionadas con la forma en la
que el ser humano percibe el color. Estas caracteristicas hacen este modelo muy apropiado
para el desarrollo de algoritmos de procesamiento de imégenes basados en propiedades
del sistema de visién humano.

Las férmulas de conversién del modelo RGB a HSI y viceversa pueden encontrarse en
[12].

3.4. Formatos de ficheros de imagenes

En esta seccién utilizaremos el concepto de ficheros graficos para describir ficheros que
almacenan cualquier tipo de datos graficos.

Los datos graficos se dividen normalmente en dos clases: vectoriales y mapas de bits.

Los datos vectoriales se refieren normalmente a una forma de representar lineas, poligo-
nos o curvas, y en general a objetos que se pueden dibujar facilmente con lineas, especifi-
cando numéricamente puntos claves. Los mapas de bits estan formados por un conjunto
de valores numéricos que especifican los colores de los pixeles.

Estos son los dos tipos basicos de ficheros graficos, los correspondientes a vectores y
a mapas de bits. Sin embargo, hay otros tipos de formatos, los de descripcion de escenas,
animacién, multimedia, hipertexto, hipermedia, 3D, VRML, audio y PDL entre otros.
En esta secciéon describiremos solo y brevemente el formato de mapas de bits. El lector
interesado puede consultar el libro [37] o la direccién http:\\www.ora.com\gff que contiene
la versién on line de dicho libro asi como referencias interesantes a los formatos de ficheros
graficos.

En esta seccion discutiremos brevemente los conceptos asociados a ficheros de mapas
de bits. Las componentes bésicas de un fichero de mapas de bits son las siguientes: una
cabecera y los datos como mapa de bits.

A veces, si toda la informacién no puede incluirse en la cabecera, el fichero puede
contener un pie. También es posible que se almacene una paleta de colores, que suele
estar después de la cabecera y si el fichero contiene varias images, varias bandas, puede
existir un mapa de bits que contenga las direccidnes, como desplazamientos, donde estan
los mapas de bits de las imagenes.

Discutamos brevemente la cabecera. Su formato puede ser binario o ASCII y contiene
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informacion sobre el mapa de bits que se encuentra en en el fichero. Contendra informacion
sobre el tamano de la imagen en filas y columnas, sobre un identificador que define el
formato de almacenamiento, (gif, tiff, fits,.. ), etc.

Por ultimo en el mapa de bits estard la imagen que puede estar almacenada por filas,
por columnas o por planos de bits.

En general el formato de cada fichero de imagenes es diferentes pero todos ellos tie-
nen basicamente la misma estructura que hemos procurado describir brevemente en esta

seccion.

3.5. [Ejercicios

1. Utilizando cantata reproducir obtener las imagenes que aparecen en este capitulo.

2. Usar cantata para : convertir una imagen RGB a YIQ, muestrear promediando a la
mitad de resolucién las componentes IQ, a continuacién pasar estas dos componentes
al tamano original de la imagen mediante la realizacién de un zoom de tamafio dos
en cada direccién de la imagen. Pasar entonces esta nueva imagen YIQ a formato

RGB y compararla con la original.
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Capitulo 4
Transformaciones de Imagenes

En este capitulo analizaremos algunas transformadas discretas de sefiales e imagenes,
asi como algunas de sus aplicaciones. La teoria de las transformaciones ha jugado, y juega,
un papel fundamental en el procesamiento de imégenes por su descripcién alternativa de
una imagen y por ser una herramienta para realizar operaciones como la resolucién de
ecuaciones lineales. Ambos conceptos seran tratados en este capitulo. Es muy importante
tener en cuenta la enorme aplicacién de las transformaciones de imagenes en campos como

la restauracién, codificacién, mejora, segmentacion, etc.

Aunque el material de este capitulo trata fundamentalmente del desarrollo de trans-
formaciones bidimensionales y sus aplicaciones, algunos conceptos seran introducidos a
partir de funciones unidimensionales.

En este tema no vamos a estudiar importantes transformaciones de imagenes como
las transformaciones basadas en wavelets o los espacios de escala, conceptos que han
adquirido un enorme auge en los ultimos anos y que seran tratados, si es posible, en

temas posteriores.

4.1. Transformada de Fourier. Caso Continuo.

4.1.1. Transformada de Fourier Unidimensional

Sea f(x) una funcién continua de variable real, recordemos que nuestro objetivo es

buscar una representacién alternativa de esa funcién. La transformada de Fourier de f(z),

71
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que notaremos F'(u) se define mediante

F(u) = /oo f(z) exp|—2miuz|dz (4.1)
Dado F(u), f(x) puede obtenerese por la transformada de Fourier inversa
f(z) = /oo F(u) exp[2miuz]|du (4.2)

La transformada de Fourier puede no existir, salvo que f cumpla algunas condiciones.

Condiciones suficientes son:
L. [ f(2)]|de < oo,

2. f(z) debe tener sélo un nimero finito de discontinuidades y un ndmero finito de

maximos y minimos en cualquier rectangulo finito,

3. f(z) no puede tener discontinuidades infinitas.

ver ([46]) y referencias que alli se citan.
En este tema estudiaremos casi siempre funciones f(z) que son reales. Sin embargo,

la transformada de Fourier de una funcién real en general serd compleja; es decir
F(u) = R(u) +iI(u)

donde R(u) e I(u) son respectivamente las partes real e imaginaria de F'(u) con ¢ = v/—1.

La ecuacion anterior puede escribirse en forma exponencial

F(u) = [F(u)|ezplig(u)]

donde
|F(u)] =/ R*(v) + I*(u)

¢(u) = arctg[(u)/R(u)]

La funcién de magnitud |F(u)| recibe el nombre de espectro de Fourier de f(z) y ¢(u)
recibe el nombre de fase. El cuadrado del espectro suele recibir el nombre de espectro de
potencias.

La variable u suele recibir el nombre de frecuencia. Este nombre proviene de que

usando la férmula de Euler

exp[2miuz] = cos(2mux) + isen(2wux)
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0.667 1.000

0.334

-0.997 -0.664 -0.331 0.002

Figura 4.1: Representacién de cos(27z), linea continua, y cos(272z), linea discontinua que

corresponden a uno o dos ciclos por unidad de tiempo.

y por tanto u representa el nimero de ciclos completos por unidad de z.
La figura 4.1 representa dos ondas cosenos, una con un ciclo en el intervalo [0,1] y

otra con dos ciclos.

Ejemplo. 1 Consideremos la funcion f(z) definida por

fe(x):{ 1/e silx| <e€/2

0 en caso contrario

Su transformada de Fourier se obtiene mediante
€/2 1
F.(u) = / — exp|—2miuz|dx = sen(mue)
—€/2 € TUE

que se muestra en la figura 4.2, su espectro vale

()] = sen(mue)

TUE
Como vemos su transformada de Fourier es real. Sin embargo, si consideramos la
funcion
he($) = fe(x - 5130)
puede comprobarse que su transformada de Fourier es compleja, pero que el espectro es el

miSMoO.
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0.78322 1.00000

0.28322
|

—-0.21678

S€N(w10z)
w10z

Figura 4.2: Funcién

Es importante recordar que las funciones f.(z) que hemos definido dan lugar a la delta

de Dirac que se define

() = lim £.(a)

e—0

que cumple

y para cualquier funcién g(x)

es importante entender esta funcién. Ademads, las funciones de la forma §(z — zp) con

o € R de ella derivadas cumplen

/oo §(z — xo)dz =1

—00

y para cualquier funcién g(x)
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podemos, por tanto, decir que d(z — z) estd localizada en z¢ y que la fuerza del impulso
viene determinada por el valor de f(z) en = zo. Es usual representar los impulsos como

una flecha en zy con una altura igual a la fuerza del impulso, es decir con una altura de

f (o).

4.1.2. Interpretacion fisica de la transformada de Fourier unidi-

mensional

La férmula 4.2 puede usarse para dar una interpretacién fisica a F'(u). Examinemos
primero la funcién exp[2miuzx]. Sus partes real e imaginaria son cos(27uz) y sen(2mwuz).
Consideremos la funcién cos(2muz). Esta funcién tiene u ciclos por unidad de distancia en
z (por ello, como dijimos, se le llama frecuencia a u ). Ademads. Su periodicidad espacial
es 1/|u|. Cambiando u podemos generar patrones con periodicidad espacial de 0 a oo.

Por tanto, la férmula 4.2 puede interpretarse como que f(z) puede considerarse como
una combinacién lineal de patrones periédicos de la forma exp[2miuz]. Evidentemente

F(u) es un factor de peso que mide la contribucién de cada patron.

4.1.3. Transformada de Fourier Bidimensional

La transformada de Fourier puede extenderse facilmente a dimensién dos y superior.
La definicién en dimension dos es la siguiente. El par de transformadas de Fourier queda

definido, en los casos en los que exista, mediante

F(u,v) = /_O:o /_O:o f(z,y) exp[—2mi(ux + vy)|dzdy (4.3)

flz,y) = /o:o /o:o F(u,v)exp[2mi(uz + vy)|dudv (4.4)

Ejemplo. 2 Es importante que como ejercicio se haga la extension al caso bidimensional
de la funcion delta de Dirac y se calcule su espectro.

En este caso la delta de Dirac cumple

(o ¢]
/ §(z,y)dzdy =1
—OoQ
y para cualquier funcion g(z,y)

foo 6(z,y)g(,y)dzdy = ¢(0,0)

— 00
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es importante esta funcion y las de la forma §(x — xo,y — yo) con xo,y0 € R de ella

derivadas.

Ejercicio. 1 Calcular la transformada de Fourier de

cos(2m(azx + By))

Ejercicio. 2 Probar que

//exp[—27ri(ua: + vy)]|dudv = §(z, y). (4.5)

Demostrar intuitivamente, la demostracion formal puede encontrarse en [18] y requiere

los conceptos de factores de convergencia, que

k=00
> exp[2miku] = Z d(u — (4.6)
k=—0 k=—00
y en general que
k=oco
> exp[2mikulA] = — Z d(u—k/A) (4.7)
k=-o0 k——oo

Probar entonces que la transformada de Fourier de

o0 o0

comb(z,y)= > > 6(x—m,y—n)

mM=—00 N=—00
es

comb(u, v) Z Z (u—m,v—n)

m=—0o0 N=—0o0
para concluir que la transformada de Fourier de

(o] (o.¢]

Y > 6z — mAz,y — nAy)

m=—0o0 N=—00

es
1 o] o]

AxAymZ > 6(u—m/Az,v—n/Ay)

=—00 N=—00
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v

2 2 12
_ Yu +v)

Figura 4.3: Lineas correspondientes a maximos de la funcién cos(27(uz + vy))

4.1.4. Interpretacién fisica de la transformada de Fourier bidi-

mensional

La ecuacién (4.4) puede usarse para dar una interpretacion fisica de F(u,v) y de las
coordenadas u y v, supuesto que x e y representan coordenadas espaciales.

Examinemos primero la funcién exp[27i(uz + vy)]. Las partes real e imaginaria son
cos[2m(uz +vy)] y sen[2m(uz+vy)], respectivamente. En la figura 4.3 mostramos las lineas
correspondientes a los maximos de la funcién cos[27(uz + vy)]. Es claro que si tomamos
una seccién de este patron bidimensional paralelo al eje x, tenemos u ciclos por unidad de
distancia. Mientras que en el eje y tendremos v ciclos. Es por ello por lo que u y v reciben

el nombre de frecuencias espaciales. El periodo espacial del patrén es (u? + v2)~%/2,

De la discusién anterior es claro que exp[2mi(ux + vy)| es un patrén bidimensional.
Cambiando u y v podemos generar patrones con periodos espaciales que van de 0 a co en
cualquier direccién del plano.

La ecuacién 4.4 puede interpretarse, por tanto, como que f(z,y) es una combinacién
lineal de patrones periédicos elementales de la forma exp[2mi(uz + vy)|. Evidentemen-

te, F'(u,v) es sélo un factor de peso que mide la contribucién relativa de los patrones
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elementales.

4.1.5. Propiedades de la Transformada de Fourier bidimensional

El espectro de muchas iméagenes decrece de forma muy rapida cuando aumenta la
frecuencia y por tanto los términos de frecuencias altas tienden a hacerse oscuros muy
pronto al mostrarse en una imagen o en una seiial unidimensional. Una técnica usual es
mostrar la imagen usando

D(u,v) =log(1l+ |F(u,v)|)

u otros reescalados.
Veamos a continuacién una serie de propiedades de la transformada de Fourier cuya
demostracion se deja como ejercicio.

Notemos por F(f) la transformada de Fourier de la funcién f(z,y), en otras palabras

F(f(z,y)) = F(u,v).

1. Linealidad.
f(afl(xvy) + bf2(.’L‘,y)) = af(fl(xvy)) + bf(fé(.’l),y))

2. Escalado. .
F(f(az,By)) = MF(U/OGU/@

3. Propiedad de Traslacién.
F(f(x — o,y — B)) = F(u,v) exp[—2m(ua + vf)]

4. Teorema de Parseval

/O:o /O:o filz,y)fs(z,y)dedy = /o:o /O:o Fy (u, v)F¥ (u, v)dudv

donde * denota complejo conjugado.

4.1.6. Convolucién y Correlacién

En esta seccién consideraremos dos relaciones entre transformadas de Fourier que cons-

tituyen la unién bésica entre los dominios espacial y de las frecuencias. Estas relaciones,
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llamadas convolucién y correlacién, son de fundamental importancia para entender el pro-
cesamiento de imagenes usando transformada de Fourier. Para clarificar los conceptos que
se usan, empezaremos la discusién considerando la convolucion en el caso unidimensional

para después hacer lo mismo con la correlacién.

Convolucion

La convolucién de dos funciones f(z) y g(x) que se nota (fg)(z) y se define mediante

la integral

(Fro)@) = [ fla)gle = a)da

donde « es la variable de integracién. Veamos la idea graficamente.

Ejemplo. 3 La figura 4.4 muestra la convolucion de dos funciones f(x) y g(x) en todos

sus pasos. Puede probarse que

z/2 0<z<1
(f*xg)(z)=q 1-2/2 1<x<2
0 en caso contrario

Es muy interesante estudiar este mismo ejemplo pero suponiendo que tanto la funcion
f(z) como g(x) son periddica de periodo T y entonces examinar la forma que tiene la

convolucion.

Ejemplo. 4 El sequndo ejemplo nos acerca a las problemas de muestreo discreto que
estdn, como veremos, siempre relacionados con la funcién §(z) antes definida. Supon-
gamos que la funcion f(x) definida en la figura 4.5 se convoluciona con la funcion g(x) =
d(z+T)+6(x)+6(x—T). Es facil probar que la convolucion simplemente copia f(z) en

la localizacion de cada tmpulso, ver figura 4.5.

La importancia de la convolucién en el dominio de las frecuencias viene del hecho de
que la transformada de Fourier de (f * g)(z) es F(u)G(u) donde F(u) y G(u) son las
transformadas de Fourier de f(z) y g(z) respectivamente.

Veamos ahora la definicién en el caso bidimensional

(Fe9)@y) = [ [ flaBgla - ay- p)dads

En este caso la transformada de Fourier de (f * g)(x,y) es, como ya hemos dicho,
F(u,v)G(u,v). Una extensién obvia del caso unidimensional.

La convolucién es ilustrada graficamente para el caso 2-D en la figura 4.6
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f(o) 9
1
12
1 1
9(- o) g(x- o)
172
12
1 1 -1 X 1
f( o) gx- ) fla) gix- o)
O<x<1 1<x <2
12 12
F f(x)*9(x)
X 1 x-1 1 X
1/2

Figura 4.4: Convolucién Unidimensional.
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f(x)

g(x) (F*g)(x)

Figura 4.5: Ejemplo de convolucién.

Correlacion

La correlacién cruzada entre dos funciones f y g se define mediante
(Fogay)= [ [ flaBga+ay+Bs)dads
puede probarse ficilmente que
(fog)(z,y) = (g0 )" (-, —y)

Para la correlacion se verifica que F(f o g) = [F(f)]*Fg. Por tdltimo, para pasar al
muestreo discreto, se deja como ejercicio estudiar la relaciéon entre convolucién y correla-

cién.

4.2. Senal continua y muestreo discreto. Reconstruc-

ciéon de la senal continua a partir del muestreo

El procesamiento de iméagenes se basa en un muestreo discreto de la imagen original.
Es obvio que uno se pregunta bajo qué condiciones el muestreo discreto puede recuperar
la imagen original. Las condiciones las establece el teorema que Whittaker-Kotelnikov-

Shannon que veremos en el caso unidimensional.
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9( . B) f( o, B)
a b

o( o, —-B) gix-o, y —B) fCo, B)
c d

Figura 4.6: Representacion grafica de la convolucién en dos dimensiones. Las dos funciones
a convolucionar aparecen an (a) y (b). En (c¢) la primera funcién se rota 180° y (d) muestra
el producto g(z — o,y — B) f(«, ). El volumen bajo la funcién producto es la evaluacién

de la convolucién para el valor de (z,y) elegido.
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Consideremos una funcién unidimensional f(¢) que deseamos representar mediante
muestras f(kA) donde k£ toma valores enteros en —oo 0o y A es el periodo de muestreo.

Lo que queremos hacer es encontrar una funcién de interpolacién g(t) tal que

= S FRAN(E - kA) (43)

k=—oc0
supondremos que f y ¢ tienen transformada de Fourier.

Desarrollemos el proceso intuitivo y formal al mismo tiempo. Supongamos que f(t)
estd definida sobre la recta real y que su transformada de Fourier es nula fuera del intervalo
[-W,W]. Esta ideas se muestran en la figura 4.7(a,b). Una funcién que cumple esta
condicién se dice de banda limitada. Muestrear consiste, como sabemos, en multiplicar
por un tren de pulsos a distancia Az como muestra la figura 4.7(c) cuya transformada
de Fourier se muestra en figura 4.7(d). Por el teorema de convolucién, multiplicacién
en el dominio espacial corresponde a convolucién en el dominio de las frecuencias. La
transformada de Fourier de la imagen discreta se muestra en la figura 4.7(f). Observemos
que la transformada de Fourier es periédica con periodo 1/Az y las repeticiones pueden

solaparse como ocurre en la figura 4.7(f). Sin embargo, si
Az < 1/(2W)

no existe solapamiento como muestra la figura 4.7(g,h). Observemos que todavia no hemos
recuparado la sefial original pues tenemos repeticiones periddicas del espectro original. Si

ahora multiplicamos por

G(u)_{l W <u<W

0 en caso contrario

volvemos a aislar F'(u) completamente. veamos el proceso formal

Retomemos la ecuacion 4.8. Teniendo en cuenta que

F(RA)g(t — kA) = / F(P)g(t — 1)6(r — kA)dr

lo que deseamos es, como ya hemos dicho, que

f= 3 f(kA)g(t — kA

k=—00

que es lo mismo que decir que

10 = [ 9t =lf () Lo~ kA)ldr
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f(x) F(u)
@ \/ - - (b)
w w
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4 F
AX -1/ Ax 1/ AX
S(X)f(x) F(u)* S(u)
(e T T ()
++++++ Lt ——
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s(x)f(x) " F(u)* S(u)
o111y H il ——
AA“ U AX W w U &
X G(u)
@ 1
-W w
) G(U)IF(W)* ()]
()] - = (9]

Figura 4.7: Muestreo
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ahora bien, la transformada de Fourier de f,(t) = f(t) > 6(t — kA) es

1 o 1 k
F,(u) = —/ F —k/A — =—> Flu——
)= 5 [ PO So—k/A = m)dr = XS Fu - 3)
y por tanto la transformada de Fourier de

[ 9t =)(£() X 8(r — KT))dr

k

serd

G(u) k
A ;FW_?

Veamos entonces que condiciones son suficientes para que se cumpla

mw:%?;pw_§ (4.9)

Supongamos que F'(u) = 0 para |u| > W entonces si 1/A > 2W o bien A < 1/(2W)

nos garantizamos que (4.9) se cumple en la regién donde F'(u) es no nula tomando

Gw:{AWKW

0 en caso contrario

El proceso es pues un producto en el dominio de Fourier y por tanto una convolucién
en el espacio del tiempo. Es decir, ya que
1 k
ZZF(U_Z) y fs(t) = f(8) D_0(t — kA)
k k
son transformadas de Fourier inversas y que

sen(2rW't)

A
G(u) y o

también lo son, tendremos

sen(2rW (t — «))
TW(t — a)

sen(27W (t — nA))
7(t — nA)

da=A ":ZOO f(nA)

1) = [ 1) D d(a - ka)a 3

Ejemplo. 5 Estudiar como muestrear la funcidon 2 cos(27(3z + 4y)) para que pueda ser

reconstruida a partir del muestreo.

Ejemplo. 6 Si muestreamos la funcion cos(2mz) + cos(2mdz) con un espaciado A = 0,5
e intentamos reconstruir la senal original a partir de sus muestras qué obtenemos. ?’

Qué espaciado deberiamos usar para reconstruir la sefial original ?
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4.3. Series de Fourier.

Consideremos una funcién f(¢) definida sobre la recta real y consideremos ahora, de

nuevo, la funcién

fo(t) = f(t) D 0(t — kA)
k
esta funcién tiene como transformada de Fourier

Fy(u) =Y f(kA)exp[—2rkAu] = > F(u —nA)/A

n

que recibe el nombre de serie de Fourier. Observemos ademds que la funcién Fy(u) es
periédica de periodo 1/A.
Supongamos que ahora restringimos F;(w) al intervalo [-1/(2A),1/(2A)] haciendolo

cero fuera de él, es decir,

0 en caso contrario

Blu) = { Fi(u) Jul <1/(28)

entonces

. 1/(24)
f(z) = / Fy(u) exp[2miuz]du
~1/(24)

en particular estamos interesados en conocer qué ocurre en los puntos de la forma kA,

tendremos
. 1/(2) .
f(kA) = /_1/(2A) Fy(u) exp[2miukA]du (4.10)
- /_1//((22) 2 f(n) exp[—-2m(n — k) Auldu (4.11)
_ sen(m(n — k)A
= En:f(nA) . (4.12)
= fkA) (4.13)

Es decir, calculando la transformada inversa a F'(u) recuperamos la sefial original en
los puntos que hemos muestreado, lo cual no nos garantiza que la recuperemos en todos

los puntos.
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4.4. Recuperacion de la senal original a partir del

muestreo en un numero finito de puntos

Los resultados sobre muestreo que vimos en la seccion 4.2 se aplican a funciones que
son de duracién ilimitada en el tiempo. Esto implica un intervalo de muestreo infinito en el
espacio del tiempo. Sin embargo, nuestra capacidad de muestreo es finita. La situacién se
muestra en la figura 4.8(a-f), suponiendo que no hay solapamiento, (aliasing). Un muestreo

en el intervalo [0, X] puede ser representado como el resultado de multiplicar figura 4.8(e)

h(x):{ 1 || < X/2

0 en caso contrario

por la funcién

esta funcion recibe el nombre de ventana y se muestra con su transformada de Fourier en
figura 4.8(g,h). Los resultados de la multiplicacién se muestran en figura 4.8(i-j). Obser-
vemos que como H(u) tiene componentes que se extienden hasta infinito, la convolucién
introduce una distorsién en el dominio de las frecuencias de la funcién que ha sido mues-
treada y limitada a una regién finita por h(z) como se muestra en figura 4.8(j). Asi pues,
incluso si la separacion entre las muestras cumple el teorema de muestreo para la imagen
original, la introducci’on de h(z) hace la recuperacién completa de la funcién a partir de
un muestreo finito es, en general, imposible (por culpa de h(x) que tiene una transformada
de Fourier que no es de banda limitada).

El problema se complica por tanto. Sin embargo, si es posible llevar a cabo la recupe-

racién de la sefial continua original a través de un muestreo finito cuando

1. f(x) es periddica de periodo X y es de banda limitada (observemos que toda fun-

cién periddica de periodo X no es necesariamente de banda limitada, por ejemplo

2. El espaciado entre las observaciones cumple el teorema de Whittaker-Shannon.

Ejemplo. 7 Estas ideas se pueden entender muy fdcilmente st usamos como ejemplo la
funcion cos(2nx). Primero, la muestreamos en el intervalo [—1/2,1/2]. Segqundo, tenemos
en cuenta que su banda estd limitada a [—1, 1], recordemos que su transformada de Fourier
es (6(—1)+4d(1))/2. Entonces por el teorema de Whittaker-Shannon deberemos muestrear

con un A de 1/2 como mdzimo, es decir tres puntos como minimo.
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4.5. Desde la transformada de Fourier Continua ha-

cia la discreta

Veamos como introducir la transformada de Fourier discreta a partir de lo que sabemos
de la continua.

Supongamos que nuestra imagen es muestreada en los puntos 0, T, 27, ..., (N—1)T,(ya
hemos estudiado las condiciones que debe cumplir 7' para recuperar la sefial original si

ésta es de banda limitada). Tenemos, por tanto, la funcién

5 X 6 - k)

Su transformada de Fourier es continua y vale

G(u) = z_: f(nT)exp|—2minTu]

n=0

Observemos que:
1. G(u) es periddica de periodo 1/T,

2. si se dan las condiciones apropiadas en cuanto al ancho de banda de f(z), es decir
si sus frecuencias estdn es [0,1/T], tendremos G(k/(NT)) = F(k/(NT)), para k =
0,1,...,(N —1), ver ejercicio 4.

Sea
& { LG(u) si uel0,1/T)

0 en caso contrario

muestreémosla en los puntos k/(NT) con k =0,1,...,(N — 1) y definamos

N-1

Z_: 2(k/(NT)) exp[2mizk /(NT)]

Si la muestreamos en los puntos [T tenemos

N-—

Z Z(k/(NT)) exp[2milk/N]

ademds, utilizando las propiedades de ortogonalidad de exp[27milk/N| puede probarse ficil-

mente que
1 N-—

N k=0

G(k/(NT)) G(IT') exp[2milk /N]
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cumpliéndose ademas que

N-1
g(IT) = G(k/(NT)) exp[2milk /N] (4.14)
k=0
] N-1N-
= v > Z f(nT) exp 2mink/Nexp|—2milk /N| (4.15)
k=0 n=0
— sam) (4.16)
Ver [8] para detalles.
Por tanto, podemos escribir,
N-1
= 3" G(k/(NT)) exp[2milk/N]
k=0

1 N—
G(k/(NT)) = N Z (IT') exp[2milk /N]

siendo ademas G(k/(NT)) = ~F(k/(NT)) si se cumplen las condiciones de muestreo. A

las dos ecuaciones anteriores se les llama par de transformadas de Fourier discretas.

4.6. Transformada de Fourier Discreta. Caso Bidi-

mensional.

El material de este apartado trata fundamentalmente del uso de la transformada de
Fourier bidimensional como representacién alternativa de una imagen y como herramienta
para calcular convoluciones y correlaciones. Su relacién con las matrices circulantes por
bloques se estudiard detenidamente en la seccién siguiente.

Supongamos que una matriz bidimensional, correspondiente a una imagen, f, es escrita

£(0,0) f(0,1) ... f(O,N—-1)
| F@o £(1,1) . f(LN-1)
.f(M—l,O) .f(M—l,l) ‘f(M—l,N—l)

Una transformacién general discreta de la imagen f de orden M x N produce también

una matriz F de orden M x N dada por

F=PfQ
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donde P y Q son matrices no singulares de orden M x M y N x N respectivamente.
Es muy importante tener encuenta que no hemos especificado nada sobre las matrices
P y Q, por lo que no hemos asignado nombre a la transformacién. Observemos ademas

que
M—-1N-—

F(u,v) = Z Z P(u,m) f(m,n)Q(n,v)

m=0 n=0

[ary

Al ser P y Q matrices no singulares, sus inversas estan definidas de modo tnico y
podemos escribir
f=P'FQ!

Lo que nos permite definir la funcién f como transformada inversa de F.
Nos concentraremos ahora en un tipo de transformada, la llamada transformada de

Fourier. Para ello consideramos matrices W, de orden J x J, de la forma

1 .
W(p,q) = 5 exp[—2mi(pq/J)] 0<pgqg<J
y usamos
1 .
P(p,q) = N exp[—2mi(pg/M)] 0<pg<M (4.17)
1 .
Q(p,q) = i exp[—2mi(pg/N)] 0<pg<N (4.18)

tendremos entonces que

] M-1N-1 ur vy
F , = — , |:_2 (— _<
(u,v) MN;yZ::Of(w y) exp |=2mi(5- + 57)
y la llamaremos transformada de Fourier de f.
Es obvio que la siguiente pregunta es ;Cual es la transformada inversa?.

Si tenemos en cuenta que

gt lu mu 0 sil#m
exp|—2mi(—)| exp|2mi(—)| = 4.19
3 expl-2mil )] xpl2mi( ") {J s (4.19)
entonces
P7'(p,q) = exp2mi(pg/M)]  0<pqg<M (4.20)

Q '(p, q) = exp[—2mi(pq/N)] 0<pg<N (4.21)
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Tenemos entonces que

M-1N-1 ur vy
fay) = X X Fluv)exp [2milsy +22)
u=0 v=0 M N
que recibe el nombre de transformada de Fourier inversa.
Por tltimo es muy importante tener en cuenta que aunque las transformadas de Fourier
directa e inversa estan definidas en la region 0 < p < M y 0 < g < N, las férmulas

anteriores son aplicables a cualquier par de enteros, (k,!), teniéndose que
Flu+pM,v+qN)=F(u,v) Vp,qe Z,0<u< M, 0<v<N

y andlogamente para las componentes de f si las definimos a través de la transformada de
Fourier inversa. En otras palabras, la transformada de Fourier hace hipdtesis toroidales

sobre la imagen.

Ejercicio. 3 Comprobar experimentalmente, utilizando cantata, que si a una imagen le
calculamos su transformada de Fourier y luego calculamos la inversa obtenemos la itmagen

original

Ejercicio. 4 Crear en cantata una imagen de tamano 256 x 256 constante, calcular su
espectro y wisualizarlo utilizando cantata, examinar donde se encuntra localizado dicho

espectro y donde estd el origen de coordenadas en la representacion.

Ejercicio. 5 Dada una imagen, calcular la magnitud del espectro. Analizar qué ocurre
st antes realizamos un desplazamiento de la imagen al centro de la misma y a continua-
cion una correccion toroidal, (no un completado con ceros). Visualizar todos los pasos

intermedios.

4.6.1. Convolucién y Transformada de Fourier

Definimos la convolucién bidimensional discreta como

M-1N-1

g, 8)=> > h(mn)fla—m,B—n) 0<a<M,0<B<N (4.22)

m=0 n=0

Se puede probar facilmente que existe la siguiente relacién entre las transformadas de
Fourier de f, g y h:
G(u,v) = MNF(u,v)H (u,v)
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la demostracién es como sigue:

M-1N-1
g(avﬁ) = Z Zh(m,n)f(a—m,ﬂ—n)

m=0 n=0
M—-1N-1[M—-1N-1 mn

_ H( 2mi( e + —
m=0 n=0 [1;)1;) uvexp[ﬂ-Z(M—i_N):”

M—-1N-1

X 2. 2 F(w, z) exp [27ri(w(a]\; m) + z(ﬁ]; ") )]
M—-1N-1M-1N-1

— 3 lF u,v)D(w, z) exp [QM(% + %)H

u=0 v=0 w=0 z=0

x ]:Z Z:exp lm u—wm | ;Vz)n)]
— MN u: Nol (u, v)H (u,v) exp [m(ﬁ + %)1

lo que nos dice que la transformada de Fourier de una convolucién es, salvo una constante,

el producto de las transformadas de Fourier de las matrices que definen la convolucién.

Ejemplo. 8 Supongamos que queremos calcular, para cada punto 0 <1 < M y0 < j <
N, el valor de

oi.d) = G- 19) + G+ L)+ [ -1+ fEg+1)  (42)

este cdlculo podria hacerse punto a punto. Queremos, sin embargo, usar la transformada

de Fourier. Obviamente, la formula (4.23) define una convolucion con
h(0,1) = h(0,—1) = h(1,0) = h(—1,0) =1/4

usando (4.6) para h tendremos que los valores de esta matriz sobre la region 0 < i < M

y 0 < j < N son todos nulos salvo los siguientes
h(0,1) = h(0,N — 1) = h(1,0) = h(M — 1,0) =1/4

Esto nos dice que si calculamos las transformadas de Fourier de £ y h tal y como estin
definidos en la region 0 <1 < M y 0 < j < N tenemos, salvo una constante, la transfor-
mada de Fourier de g, calculamos, entonces, la transformada inversa de la transformada
de Fourier de g y ya tenemos la convolucion.

Puede probarse facilmente que la transformada de Fourier de h es

MN(COS(QWU/M) + cos(2mv/N)) /2
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Ejercicio. 6 Calcular la convolucion de una imagen con una funcion de emborronamiento

gausiana utilizando transformada de Fourier en cantata.

Como puede comprobarse del ejercicio anterior, el cdlculo de la transformada de Fourier
de h lleva asociado el escribir la matriz correspondiente de una forma bastante peculiar, es
légico preguntarse cémo se relaciona la transformada de Fourier de w con la de h cuando

existe la siguiente relacién entre ambos vectores
w(p,q) =h(p+1,g+m)0<p<MO<g<N

para algin (I, m). Por ejemplo, para el caso que acabamos de describir podria ser mas

facil calcular la transformada de h definida mediante
h(0+1,14+m)=h(0+],m—1)=h(1+1,m)=h(l—1,m)=1/4

conl = M/2y m = N/2. Tenemos

1 .
W(u,v) = TN w(zx,y) exp [—27rz(3t4—$ + %]
2,y

1
= W%h(w—l,y—m)x

exp l—2m'(“(x —0) | vy m)] exp l—zm'(u—l + @)1

M N M N
ul  vm
- H Comi(E T
(u,v) exp [ m(M + N )]

En particular sil = M/2 y m = N/2 tendremos
W (u,v) = H(u,v)(—1)**"

Obviamente esta férmula nos permite calcular la transformada de Fourier de h a partir

de la de w.

4.6.2. Correlacion

Antes de pasar a estudiar las relaciones entre convolucién y matrices circulantes por

bloques recordemos que se define la correlacion entre f y h, mediante

M-1N-
gla,B) = Zl Zlh*(m,n)f(a+m,ﬁ+n) 0<a<MO<B<N (4.24)

m=0 n=0
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Puede probarse facilmente que en este caso
G(u,v) = MNH"(u,v)F(u,v) (4.25)

donde * denota conjugado. Es obvio que si h(m,n) = h(—m,—n) VYm,n, entonces la
correlacién coincide con la convolucién y por tanto los coeficientes de Fourier de h han de
ser reales (H*(u,v) = H(u,v),Vu,v).

4.7. Algunos ejemplos de Transformadas de Fourier

Una vez estudiada la relacién entre la transformada de Fourier discreta y continua
veamos algunos ejemplos de espectros de funciones asi como alguna de sus propiedades.
La figura 4.9 muestra lo que le ocurre a la transformada de Fourier cuando la imagen es

rotada.

Ejercicio. 7 calcular la transformada de Fourier de una imagen desplazada de otra, com-

parar los espectros.

Podriamos decir que hasta aqui hemos estudiado en el capitulo el uso de transformada
de Fourier como representacion alternativa de una imagen o senal. En el resto del capitulo

analizaremos su uso para la resolucién de ecuaciones.

4.8. Uso de la transformada de Fourier para resolver

sistemas de ecuaciones

4.8.1. Fourier, Convoluciéon y Matrices Circulantes por Bloques

Vamos ahora a dar una interpretacion y uso alternativo a la transformada de Fourier.

Consideremos el siguiente conjunto de vectores
{Zup:0<u<M0<v<N}

estos vectores tienen tamafio (M x N) x 1, los estamos considerando como vectores y no co-
mo matrices, el orden puede ser el lexocografico por filas o por columnas. Su componentes
tienen el valor

zuvv(m,n):exp{%ri(%#—%)} 0<m<MO0O<n<N
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Figura 4.9: De izquierda a derecha y de arriba a abajo. Imagen y su espectro de potencias,

la misma imagen rotada y su espectro de potencias
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si ahora consideramos la transformada de Fourier desde este punto de vista, lo que nos
estd diciendo es que si consideramos como vector la imagen f, con el mismo orden lexi-

cografico, e igualmente para su transformada de Fourier F, podemos escribir

MN =0 y=0 7
M-1N-1

f=> F(u,v)2y, (4.27)
u=0 v=0

Consideremos la férmula de la convolucién (4.22) y escribamos g y f en orden lexi-

cografico, por ejemplo lexicografico por filas, tendremos entonces que
g =Hf

donde H es una matriz de orden (M x N) x (M x N), que es circular por bloques, es

decir,
Ho How Hos o Hopro
2y fo(Mq) ?io fol ,‘Hf(M72)
H 1 H_ Ho
con
J . . . . .

siendo cada matriz H; de orden N x N. Entender esta representaciéon no es dificil. La
primera fila de H es la funcién de emborronamiento puesta segin los coeficientes que van
multiplicando a cada elemento de h, para entender la segunda fila la dividimos en bloques
de tamano NN, para cada bloque los coeficientes se obtienen de la linea anterior desplazando
todos hacia adelante circularmente, con un ejemplo la contribucién de h(0,0) a h(0,1) es
la misma que la de h(0, N — 1) a h(0,0). Supongamos ahora que hemos completado las
primeras N filas de D, en la fila N +1 los coeficientes que tenemos en el primer bloque (de
los M) son los mismos que en el dltimo bloque de la primera fila, (la fila primera es para
la convolucién de la segunda lo mismo que la ltima para la primera) y asi sucesivamente.

Es importante tener en cuenta que H; = H; .
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Veamos ahora cual es el valor de ‘Hz,,. La componente [-ésima del vector resultante
corresponde al producto escalar del vector z, , por la fila que comienza con la linea j-ésima
dentro del bloque —(M — k)-ésimo con | = kM + j.

El producto de la fila [-ésima de H por el vector z,, vale pues

]g\jz%)“:z%l h(=(M = k) — 2, (N = j) — y) exp [%i(% + %)]
- MilNi:lh(—(M —k)—z,—(N—-j)—y)
eX:[O;Z(u((MMk) —2) (=N —]\?‘) - y)v)]

X exp [—zm‘(“(MM_ k) | U(NN_ j)]
— MNH(u,v) exp lzm(% + %)1

Esto nos dice que los autovalores de H son los coeficientes de Fourier de la matriz de
convolucion multiplicados por el tamafio de la matriz.
Consideremos la correlacién entre h y f como ha sido definida en (4.24). Si escribimos

la correlacién en forma matricial puede probarse que
_ *t
g=H"T

Los autovalores de H** son ahora M N H*(u,v).

4.8.2. Propiedades del calculo matricial usando coeficientes de

Fourier

Supongamos que queremos calcular, considerando f como un vector columna, f*'f,

tendremos
M-1N-1M-1N-1 M-1N-1
E=5 > N N Fr(u,v)F(r, s)MNz*Z,vzr,s =Y Y F*(u,v)F(u,v)MN
u=0 v=0 r=0 s=0 u=0 v=0
(4.28)
Anélogamente

M—-1N-1M-1N-1
FUHE = >N Y S F¥(u,v)F(r, s)MNz*, D' Dz, (4.29)

u=0 v=0 r=0 s=0
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v)(MN)*H (u,v)H*(u,v)F(u,v) MN (4.30)

HMZ

-5z

4.8.3. Resolucion de Ecuaciones Lineales Mediante Transforma-

da de Fourier

Una aplicacion del uso de la transformada de Fourier es la resoluciéon de ecuaciones
lineales que llevan asociadas matrices circulantes.

Supongamos que queremos resolver la ecuacién
Ax =y (4.31)

donde A es una matriz circulante por bloques, es decir, es del tipo de las matrices de
convolucion que hemos visto antes.

Tenemos, desarrollando por Fourier x e y

ADD X (u,0)240) = DD Y (4, 0) 20w (4.32)

de donde
S S (MN)D(u,v)X (u, )2y, = ZZY U, V) 2y (4.33)
donde (M N) x (MN) es el tamafio de Ay (MN){D(u, v)} son los coeficientes de Fourier

de la matriz de convolucién asociada a A.

Tendremos por tanto que,

(MN)D(u,v) X (u,v) =Y (u,v) Yu, v (4.34)

X(u,v) =Y (u,v)/(MN)D(u,v) Yu, v (4.35)

de donde calculando la transformada inversa de {X (u, v)} habremos calculado x.

4.8.4. Transformada de Fourier Rapida. Implementacién y apli-

caciones en procesamiento de imagenes

Existen muchas implementaciones de la transformada de Fourier, la transformada de
Fourier rapida es aplicable cuando M y N son potencias de 2. Una implementacion posible
es la del libro [51] que discutiremos y aplicaremos en un ejemplo.

El formato de la subrutina es
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void fourn( float datal], unsigned long nn[|, int ndim, int isign)

Esta subrutina reemplaza data, que comienza en la posicién 1, por su transformada
de Fourier ndim-dimensional discreta multiplicada por el nimero de datos, si isign es
-1. nn[1,...,ndim]| es una matriz de enteros que contiene la longitud de cada dimensién
(nimero de valores complejos), los cuales han de ser una potencia de dos. data es una
matriz real de longitud dos veces el producto de estas longitudes en el que los datos se
almacenan en matrices complejas multimensionales; la parte real y la imaginaria de cada
elemento en posiciones consecutivas y el indice mas a la derecha es el que se mueve mas
rapidamente en la matriz. Si isign es 1, data es reemplazado por su transformada de
Fourier inversa.

Veamos una aplicacién de esta funcién. Supongamos que queremos calcular la solucién
f del sistema

(AC + H'H)E = H'g

donde C' es la matriz que expresa una convolucion con coeficientes
c(0,0) =1, ¢(1,0) = ¢(—1,0) = ¢(0,—-1) = ¢(0,1) = —0,25

Suponemos que el h correspondiente a H estd centrada alrededor del (0,0) y que g y h
son vectores de tamafio M N almacenados por filas.

Para calcular la solucién del sistema anterior procedemos como sigue.

/* suponemos que existen los include correspondientes

donde estan definidas, entre otras cosas, las funciones que usamos */
#define MAXSIZE 256

float g[MAXSIZE*MAXSIZE],
prior [MAXSIZE#MAXSIZE],
blur [MAXSIZE+*MAXSIZE];

float complexblur [MAXSIZE+*MAXSIZEx*2],
complexg [MAXSIZE*MAXSIZEx2] ;
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main(argc,argv)
int argc;
char **argv,
{
/* Habremos declarado las variables que necesitemos */
/* En g tenemos la imagen observada y en blur el emborronamiento */

/* suponemos que g y blur tienen el mismo tama\“no */

/* las dimensiones son nr2 (filas) y nc2 (columnas) ambos

potencias de 2 */

/* por tanto */

dim[0]=nr2;
dim[1] =nc2;

size = nc2*nr2;

real2complex(blur,complexblur,size);

real2complex(g,complexg,size) ;

fourn(complexblur-1,dim-1,2,-1);
fourn(complexg-1,dim-1,2,-1);

cal_coefprior (prior, nc2, nr2);

complex_rest(complexg,complexim,complexblur,prior,lambda,nc2,nr2);

fourn(complexim-1,dim-1,2,1);

complex2real (complexim, g, size);
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mult_image(g, g, 1.0/size, size);

void complex_rest(complexim,complexrest,complexblur,prior,lambda,nc2,nr2)

float *complexim, *complexrest, *complexblur, *prior, lambda;

int nc2,nr2;

/* Calculates in the frequence domain

*  blur"{t}(complexim)/(lambda*prior + blur~{t}blur)

* We assume that blur is complex, so it comes in complex format,
*/

{

int i, size = nr2*nc2;

float *pl,*p2, *p3, *p4, aux, rel, re2, iml, im2, re, im;

for(i=0,pl=complexim,p2=complexrest,p3=complexblur,p4=prior;
i<size; i++,pl+=2,p3+=2,p4++){
rel = *xpi;
re2 = *p3;
999 iml = *(pl+1);
im2 = *(p3+1);
re = rel *x re2 + iml * im2 ;
im = - rel*xim2 + re2*iml ;
aux = 1.0/((re2*re2 + im2*im2) + lambda*(*p4));
*p2++= aux * re;
*p2++= aux * im;

}
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void cal_coefprior(prior, nc2, nr2)
float *prior ;

int nc2,nr2;

/* Calculates the fourier transform of the prior model.
*/
{

float *pil;
int 1i,j, size=nr2*nc2;
double pi2;

float cocl, coc2;

pi2 = 8 x atan(1.0);

cocl = pi2 / nr2;

coc2 pi2 / nc2;
for(i = 0, pl = prior; i < nr2; i++)
for(j=0;j<nc2;j++)

*pl++= 1.0-0.5%(cos(i*cocl)+cos(j*coc2));

void real2complex (realmatrix, complexmatrix, size)

float *realmatrix, *complexmatrix;

int size;

/* convert the real image realmatrix to complex format.

* the assumed size of realimage is size, so complexmatrix
* should be sizex*2.

*/
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int i;

float *pl, *p2;

for (i = 0, pl = realmatrix, p2 = complexmatrix; i < size; i++){
*p2++ = *xpl++;
*p2++ = 0.0;

}

void complex2real (complexmatrix, realmatrix, size)

float *complexmatrix, *realmatrix;

int size;

/* copies the real part of the complex matrix complexmatrix to
* realimage, size is the size of realimage.
* complexmatrix is stored in the format, real part, i part, .....
* See the book "recipes in C" for details.

*/

int i;

float *pl, *p2;

for (i = 0, pl = realmatrix, p2 = complexmatrix; i < size; i++){
*kpl++ = *p2++;
p2++;

}

void mult_image (destination, source, factor, size)
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float *destination, *source, factor;

int size;
/* Multiplies source by factor and

* copies the result in destination.

* the assumed size of both images is

* size.

*/

int i;

float *pl, *p2;

for (i=0,pl=destination,p2=source;

*pl++ = *p2++ x factor;

4.9. Ejercicios

i<gize;

i++)
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1. Escribir un programa en C que calcule el espectro de potencias de una imagen y lo

almacene en otra imagen.

2. Escribir un programa en C que realice la operacién de convolucién usando trans-

formada de Fourier. Tanto la imagen como el emborronamiento seran introducidos

como iméagenes.

3. Escribir un programa en C que sirva para comprobar experimentalmente la veraci-

dad de las ecuaciones 4.28,4.30.
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Capitulo 5
Restauracion de Imagenes

En el campo del andlisis de imagenes, éstas son procesadas para mostrar o extraer
informacion 1util para el problema que estemos resolviendo. Como ya sabemos, debido
a las imperfecciones en su proceso de captacién las imdgenes observadas son versiones
degradadas de la imagen original. Esta degradacién, que fue examinada anteriormente, es
debida por una parte al emborronamiento y por otra al proceso de ruido.

El campo de la restauracién de imédgenes ([26]) se dedica a la estimacién de la imagen
original, la imagen sin corrupcién que ha dado lugar a la imagen degradada. Basicamente
este proceso es el inverso del sistema de formacién de la imagen. En este tema veremos los
modelos mas simples de restauracién de imagenes y el uso de la transformada de Fourier

para estimar la imagen original.

5.1. Restauracion sin condiciones, Filtrado Inverso

Como dijimos al principio del tema el objetivo de la restauraciéon de imdégenes es
estimar la imagen original f, dada una imagen degradada g y algtin conocimento sobre la

matriz de emborronamiento D y el ruido €, supuesto el modelo
g=Df +e¢ (5.1)

El objetivo, ver [27] es buscar un estimador de la imagen original que haga minima
una determinada funcion. La primera idea en que puede pensarse es definir el estimador

de la imagen original,f , como la solucién de

f = argmin{J(z) =| g — Dz |*} (5.2)

107
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La solucién de la ecuaciéon anterior es muy fécil, diferenciando J con respecto a f
tenemos que
—2D'(g — Df) = 0
de donde tenemos
f = (D'D)'Dg
Si la matriz inversa de D existe, tendremos que
f= D 'g

Es importante recordar que sabemos resolver, usando transformada de Fourier, estas ecua-
ciones para algunos tipos de matriz de emborronamiento, en concreto las que vienen de

una convolucién que son circulantes por bloques.

5.1.1. Restauracion con restricciones

Cuando la inversa no existe o bien debido al proceso de ruido la estimacion es inestable
y no realista, la solucién del sistema anterior requiere que introduzcamos restricciones en
la solucién que buscamos, estas restricciones suelen tener la forma de cotas superiores
sobre las derivadas primera o segunda.

Sea Q un operador lineal sobre f. Consideremos ahora el problema de minimizar ||

Qf ||, sujeto a la restriccién
| g — Df [P< N (5.3)

En este caso nuestro estimador verifica
f = argmin{J(z) =|| Qz ||* +o || g — Dz ||’} (5.4)

donde a es una constante llamada el multiplicador de Lagrange.
Diferenciando la ecuacién anterior con respecto a f tenemos que nuestro estimador
verificara:

f = (D'D +5Q'Q)"'D'g (5.5)
con B = 1/a que ha de ser estimada para verificar la condicién impuesta en (5.3). La
forma de la matriz Q depende del problema, pero podria ser la clasica que en cada punto
evalua

f(i,5) — (£ —1,5)+£f(i+1,5)+f(i,j — 1)+ £(i,j+1))/4

para la cual (5.5) puede resolverse por transformada de Fourier.
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5.2. Filtro de Wiener

Consideremos el proceso de observacién ya descrito
g=Df +¢
donde D es una matriz circulante por bloques. El objetivo es encontrar f definido por
f= Ag

que minimice

Bl £ £ (5.6)

En palabras, estamos buscando la mejor estimacion lineal de la imagen original basada
en la imagen observada.

Minimizar la ecuacién (5.6) es equivalente a que se cumpla la siguiente condicién de

ortogonalidad
E[(f - f)g'] =0 (5.7)
lo que produce
Elfg'| — AE[gg'] =0 (5.8)
ahora bien, ya que
E[fg'] = R¢D"

Elgg'| = DR¢D' + R,

donde R, denota la matriz de covarianzas del vector y, tendremos que la matriz A veri-

ficara:
A = R{D'(DR;D' + R,) ! (5.9)

Es muy interesante tener en cuenta la forma que tienen las matrices de covarianza para

algunos problemas. Por ejemplo, consideremos una distribucién para la imagen de la forma
p(f) o exp[—aft(I — C)f]
siendo

(1= OO = 5 £ )£ 4) ~ 0250~ 1,4) + FG+1,9)+ £, 5~ 1) + £, + 1))
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Figura 5.1: Imagen observada de Saturno a la izquierda y restaurada a la derecha

observemos que I — C' es una matriz circulante por bloques que corresponde a una con-

volucion de la forma
h(0,0) =1,h(0,1) = h(0,—1) = h(1,0) = A(—1,0) = —0,25

ademds la matriz de covarianza de f es [a(I — C)]~! por otra parte, si consideramos ruido

independiente tendremos

R, =pI

Lo importante es que (5.9) puede resolverse usando transformada de Fourier dando la
solucion
F(u,v) = .
AL(u,v) + D*(u,v)D(u,v)

D*(u,v)G(u,v)

donde L(u, v) son los coeficientes de Fourier de la convolucién asociada a h multiplicados
por el tamano de la imagen y D(u,v) son los coeficientes de Fourier de la matriz D

también multiplicados por el tamaiio de la imagen y A = a/f5.

Un ejemplo de restauracion de imagenes se muestra en la figura 5.1
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5.3. Ejercicios

1. Escribir un programa en C que calcule la solucién de la ecuaciéon 5.5. El formato del

programa puede ser
restaura -i inputimage -b psf -1 u -o outputimage

donde la imagen de entrada es inputimage, la de salida outputimage, el emborro-

namiento lo proporciona la imagen psf y u = 8/(8 + 1) en la ecuacién 5.5.
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Capitulo 6

Mejora de Imagenes

6.1. Introduccion

El principal objetivo de las técnicas de mejora de imagenes es procesar una imagen
dada de forma que la imagen resultante sea mds apropiada que la imagen original para unas
aplicaciones especificas. Es importante destacar el término “especifico” ya que establece
que las técnicas que veremos en este capitulo estaran muy orientadas a aplicaciones con-
cretas. Asi por ejemplo, un método que es muy util para mejorar imagenes de rayos X
puede no ser la mejor aproximacién para mejorar las imagenes de Marte transmitidas por

un transbordador.

6.2. Mejora Mediante Procesamiento Puntual

Podria decirse que este tipo de transformaciones son operaciones de memoria cero (ver
[21]), en el sentido de no tener en cuenta informacién local. Un nivel de gris u € [0, L] se

transforma en otro nivel de gris v, usualmente en el mismo rango, mediante

v="T(u)

6.2.1. Ampliacion de Contraste

Las imégenes con poco contraste aparecen a menudo debido a iluminacién pobre o no-
uniforme o a la no linealidad o pequenio rango dindmico de los sensores de las imagenes.

Un ejemplo tipico de transformacién se muestra en la figura 6.2.1 que puede expresarse

113
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Vb ,,,,,,,,,,,,,,,

|
|
|
|
|
|
|
|
1
0 a b L u

Figura 6.1: Ampliacién del Contraste

mediante

au 0<u<a
v=4q Blu—a)+v, a<u<b
Y(u—0b)+v, b<u<L

las pendientes se toman mayores que uno en las regiones en las que se quiere ampliar el

contraste.

Los pardametros a y b se pueden estimar examinando el histograma de la imagen. Por
ejemplo, los intervalos de nivel de gris donde los pixeles ocurren con mayor frecuencia

deben ampliarse para mejorar la visibilidad de la imagen.

6.2.2. Corte y Umbralizaciéon

Un caso particular del anterior corresponde a tomar o = v = 0 que recibe el nombre
de corte. Este corte puede ser ttil por ejemplo cuando sabemos que la sefial estd en el
rango [a, b].

La umbralizacion es un caso especial del modelo de corte en el que se obtiene una
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Figura 6.2: Imagen original y su umbralizacién por 150

imagen binaria. Este puede expresarse como

0 0<u<a
v=<{ L a<u<bd
0 b<u<lL

Este modelo puede ser 1til cuando sabemos que la imagen ha de ser binaria y por el
proceso de digitalizacién no se ha obtenido asi. También puede ser usado en un proceso

de segmentacién, ver figura 6.2

6.2.3. Negativo Digital

Una imagen negativa puede obtenerse cambiando la escala mediante la transformacién
v=L—-u

Este tipo de transformacién es 1til cuando en iméagenes médicas y para la produccion de

negativos de imégenes.
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6.2.4. Extraccion de Bits

Supongamos que cada pixel en una imagen es cuantificada uniformemente en B bits.

Deseamos extraer el n-ésimo bit mas significativo y mostrarlo. Sea
uw=Fk2P 4 k2B 2 4 k2P 4+ kg 12t + kg

Queremos que el resultado sea

{L sik, =1
v =

0 en caso contrario

Este tipo de trasnformacion es ttil para determinar el nimero de bits que son visualmente
significativos, ya que el display de determinados planos puede probar que ellos no son

signiticativos.

6.2.5. Compresion del Rango

A veces el rango dindamico de una imagen puede ser muy grande. Son ejemplos tipicos
las imagenes astronémicas o las de su funciéon de emborronamiento. El rango dindmico

puede comprimirse mediante la transformacion.
v = clog;o(1+ u)

donde ¢ es una constante para escalado. Este tipo de transformaciones realza las pequenas

magnitudes de los pixeles comparada con las grandes magnitudes.

6.2.6. Potenciacion

Otro tipo de transformacién que puede ser 1til y que en algunos casos corresponde a
la respuesta de determinados medios de captacion de imagenes es la transformacién de la

forma

v=-c(u/c)

¢’ es una constante de escalado mientras que ¢ lleva el rango inicial al intervalo [0,1] y
A € ]0,00]. Si A < 1 amplia los niveles de gris bajos mientras que si A > 1 el efecto es el

contrario.
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6.2.7. Diferencia de Imagenes

La diferencia entre dos imagenes f(z,y) y g(z,y) viene expresada por
o(i,j) = f(i,5) — 9(, ) Vi, j

Esta écnica tiene numerosas aplicaciones en segmentacion y realce.

6.2.8. Promedio de Imagenes

Supongamos que el valor del ruido € en cada pixel es una variable aleatoria con media

cero y desviacién tipica o. Es decir, tenemos el modelo

9(i,3) = £(i,5) + €(i, ) (6.1)

para todo 7, j. El resultado de realizar el promedio sobre n imagenes distintas de la misma

escena seria

f+...+f+€1+...+€n

(6.2)
n n

Lo que ocurre es que ahora la desviacién tipica del ruido es o/4/n. Por tanto si tenemos n
iméagenes de la misma escena, podemos obtener una nueva versiéon de la imagen original

con menos ruido mediante

fid) =1 3 g (63

6.3. Modificacién del Histograma

Aunque esta técnica podria entenderse como una de procesamiento puntual, sus ca-
racteristicas especiales hacen aconsejable su separacién y estudio independiente.

El histograma de una imagen digital con niveles de gris en el rango [0, L — 1] es una
funcién discreta con valores p(r) = ng/n donde 7y es el k-ésimo nivel de gris, ny es el
numero de pixeles en la imagen con ese nivel de gris, n es el nimero total del pixeles en
la imagen y k =0,1,2,...,L — 1.

Podria decirse que p(ry) proporciona una estimacién de la probabilidad de ocurrencia
del nivel de gris r;. Un grafico de esta funcién proporciona una descripciéon muy simple de
la apariencia de la imagen. La figura 6.3 muestra los histogramas de cuatro tipos basicos
de iméagenes. El histograma mostrado en la figura 6.3(a) muestra que los niveles de gris

estan concentrados en la zona oscura de la escala. Lo contrario ocurre en la figura 6.3(b).
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L-
a

L-1
c d

Figura 6.3: Ejemplos de histograma

L-1 0 1

L-1

Un histograma con poco rango dinamico, y por tanto de bajo contraste es mostrado en la
figura 6.3(c). Finalmente, la figura 6.3(d) corresponde a alto contraste. Aunque las pro-
piedades que acabamos de discutir son descripciones globales que no dicen nada concreto
sobre el contenido de la imagen, la forma del histograma nos proporciona informacién
sobre las posibilidades de mejora del contraste. Veamos ahora formas de manipular el

histograma que son consistentes.

6.3.1. Uniformizacion del Histograma

Sean r los niveles de gris en la imagen que pretendemos mejorar. En el comienzo de
la discusion supondremos que los valores de los pixeles son cantidades continuas que han
sido normalizadas para que se extiendan en el rango [0, 1], con r» = 0 representando negro
y r = 1 representando blanco. Posteriormente consideraremos la formulacién discreta y
permitiremos el rango [0, L — 1].

Para cualquier r en el intervalo [0, 1] nos centraremos en transformaciones de la forma
s=T(r) (6.4)

que producen un nivel de gris s para cada nivel de gris r de la imagen original. Se supone

que la transformacién que se usa en la ecuacién (6.4) cumple las condiciones siguientes
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S T(r)

r

Figura 6.4: Una transformacién de los niveles

1. T(r) es una funcién univaluada mondétonamente creciente en 0 < r <1y
2. 0<T(r)<1.

La condicion primera conserva el orden de negro a blanco en la escala de gris, mientras
que la segunda garantiza que la aplicacién es consistente con el rango de niveles de gris
permitido.

La figura 6.3.1 muestra un ejemplo de transformacién que cumple dichas condiciones
anteriores.

La transformacién inversa de s a r se nota
r="T7"(s) 0<s<1 (6.5)

Donde es obvio que esta transformacion debe también cumplir las dos condiciones ante-
riores y en particular ser univaluada.

Los niveles de gris en una imagen pueden considerarse como cantidades aleatorias en
el intervalo [0,1]. Si son variables continuas, los niveles de gris original y transforma-
do pueden caracterizarse por sus funciones de densidad de probabilidad p,(r) y ps(s),
respectivamente.

Por resultados de la teoria de la probabilidad, si p,(r) y T(r) son conocidos y T7*(s)

satisface la primera condicién anterior, la densidad de probabilidad del nivel de gris trans-
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formado, supuesto que existe, es

dr

ps(s) = lpr(r)g (6.6)

]r:Tl(s)

Las técnicas que veremos ahora se basan en modificar la apariencia de una imagen
controlando la funcién de densidad de probabilidad de sus niveles de gris mediante la
transformacion T'(r).

Consideremos la funcién de transformacién
s=T(r) = / pr(w)dw 0<r<1 (6.7)
0

Esta transformacién es simplemente la funciéon de distribucién de la variable r. es obvio
que esta transformacién satisface las condiones que antes exigimos a toda trasnformacion.

Ademis
ds

% = pr(r) (68)

Tenemos, sustituyendo en la definicién de la densidad de s, que
ps(s) =1 0<s<1 (6.9)

que es la densidad uniforme en el intervalo de definicién de la variable transformada s.
Este resultado es independiente de la transformacién inversa. Esto es importante puesto
que no siempre es facil obtener la transformacion inversa.

El desarrollo anterior indica que usando una funcién de transformacién igual a la
funcion de distribucién de r produce una imagen cuyos niveles de gris tienen una densidad
uniforme. En términos de mejora de la imagen esto significa un crecimiento del rango
dindmico de los pixeles, que puede mejorar considerablemente la apariencia de la imagen.

Antes de analizar como podemos aplicar esta técnica en el caso discreto, veamos un
ejemplo de aplicacién de las ecuaciones anteriores.

Supongamos que los niveles r tienen la funcién de densidad que se muestra en la

figura 6.3.1(a). En este caso p,(r) es

(6.10)

—2r+2 0<r<1
0 en el resto

Consideremos la transformacién de la funcién de distribucién. En ese caso tendremos

s = /r(—2w +2)dw = —r* + 2r (6.11)
0
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Aunque T'(r) es todo lo que necesitamos conocer para uniformizar el histograma, vamos

a probar que esta nueva variable es de hecho uniforme. Tenemos
r=T"Ys)=1+v/1—s (6.12)
Puesto que 7 estd en el rango [0, 1], la Gnica solucién es
r=T's)=1++1-5s (6.13)

Entonces la funcién de densidad de s es

ps(s) = [T(r)% :[(—2r+2)—r (6.14)

]r:Tl(s)

_ Fmé(l - m)] 1 0<s<1 (6.15)

que es uniforme en el rango que queriamos. La figura 6.3.1(b) muestra la trasnformacién
T(r) y la figura 6.3.1(c) la densidad resultante.

Para que los resultados anteriores sean utiles en el procesamiento digital de imagenes,
los conceptos que hemos estudiado han de ser formulados en forma discreta. Para niveles

de gris que toman valores discretos los convertimos en probabilidades mediante

pr(rk):Mn:N 0<rm<1ly k=0,1,...,L—1 (6.16)

donde L es el nimero de los niveles de gris, p,(r¢) es la probabilidad del k-ésimo nivel de
gris y ny es el nimero de veces que dicho nivel de gris aparece en la imagen y M X N es
el numero de pixeles en la imagen. Es obvio que nuestra transformacién para uniformizar

el histograma podria ser
k

S=T(re) =(L—1)>_ p(re) (6.17)

1=0
La figura 6.3.1 muestra un ejemplo de igualacién del histograma

6.3.2. Especificacion del Histograma

Aunque el método que acabamos de discutir es bastante 1til, no conduce a la aplica-
cién de técnicas de mejora interactivas ya que este método es sélo capaz de generar un
resultado, una aproximacién a la distribucién uniforme.

Es a veces deseable ser capaces de especificar interactivamente histogramas concretos

que resalten determinados rangos de niveles de gris. Para ver como esto puede llevarse
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Figura 6.5: Ilustracion de transformacién uniforme

Figura 6.6: Ejemplo de igualacién del histograma
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a cabo, supongamos, en el caso continuo, que p,(r) y p,(z) son las densidades de pro-
babilidad original y deseada respectivamente. Supongamos que a una imagen dada se le

uniformiza el histograma utilizando

r

s=T(r) = /0 pr(w)dw

Obviamente si la imagen deseada estuviera disponible, sus niveles podrian ser uniformi-

zados utilizando la funcién de transformacién

z

v==G(z) = /0 P (w)dw

El proceso inverso, z = G~!(v) produciria entonces los niveles que necesitamos. Obser-
vemos, por tanto, que lo que necesitamos es construir una distribuciéon uniforme. Esto
puede llevarse a cabo utlizando el s obtenido de la imagen original, los niveles resultantes
z = G !(s) tendrian entonces la funcién de densidad deseada. Supuesto que G~!(s) es

univaluada el proceso puede resumirse como sigue
1. Uniformizar los niveles de la imagen original,

2. Especificar la funcién de densidad deseada y obtener la trasnformacién G(z) que la

llevaria a una uniforme,

3. Aplicar la transformacién inversa z = G!(s) a los niveles que hemos obtenido en

el paso primero.

6.3.3. Mejora Local

Las técnicas de procesamiento del histograma discutidas en las dos secciones ante-
riores son globales en el sentido de que los pixeles son modificados por una funcién de
transformacién basada en la distribucién de los niveles de gris sobre la imagen completa.
Es obvio que en algunos casos es necesaria una mejora local de los detalles de la imagen.

Las técnicas de procesamiento del histograma descritas antes son facilmente adaptables
a mejora local. El procedimiento es definir una ventana cuadrada o rectangular y centrarla
sobre cada pixel aplicando las técnicas del histograma a esta region.

En lugar de usar el histograma, la mejora local puede basarse en las propiedades de
los pixeles en un entorno del que estamos analizando. La intensidad media y la varianza

son dos propiedades que se usan frecuentemente por su relevancia en la apariencia de la
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imagen. Podriamos decir que la media es una medida del brillo medio mientras que la
varianza mide el contraste.

Una transformacién local tipica basada en estos conceptos aplica la intensidad de una
imagen f(z,y) en un nuevo nivel de gris g(z,y) mediante la realizacién de la siguiente

transformacién en cada punto (z,y).

g(xvy) = A(w,y)[f(x,y) - m(xvy)] + m(xvy)

donde
M
o(z,y)
En esta formulacién m(z,y) y o(x,y) son los niveles de gris medio y la desviacién tipica

O0<k<l1

A(x,y) =k

calculada en un entorno del pixel (z,y), M es la media global de f(z,y) y k es una
constante de contraste.

Los valores de las variables A, m y o dependen del entorno del pixel (z, y) La aplicacién
del factor de ganancia local A(z,y) a la diferencia entre f(z,y) y su media local amplifica
las variaciones locales. En regiones con bajo contraste A(z,y) es grande y reciprocamente.

La media se vuelve a sumar para mantener el nivel medio de intensidad.

6.4. Filtrado Espacial

El uso de plantillas (mdscaras) espaciales para el procesamiento de imagenes recibe
usualmente el nombre de filtrado espacial (para diferenciarlo del filtrado en el dominio
de las frecuencias que usa transformada de Fourier) y las méscaras reciben el nombre de
filtros espaciales. En esta seccién vamos a examinar filtros espaciales, lineales y no lineales
para la mejora de la imagen.

Los filtros lineales estan basados, como ya hemos visto, en transformaciones de la

forma

g9(i,j)= > D hli—m,j—n)f(m,n) (6.18)

m,neo
donde f(7,j) es la imagen de entrada g(i, j) es la imagen de salida y h(i, j) es el llamado
nucleo de convolucion. Un reticulo de vecinos O rectangunlar es lo usual, con un nimero
impar de filas y columnas asignandole valores también al pixel central.
El tipo de preprocesamiento que vamos a describir usa muy poco conocimiento a
priori sobre el contenido de la imagen. Ademas el tamano de O es algo que puede variar

sustancialmente en funcién del tamano de los objetos en la imagen.
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Los llamados filtros de paso bajo atenian o eliminan componentes de alta frecuencia
en el dominio de Fourier mientras que dejan las frecuencias bajas sin alterarlas. Como ya
sabemos las frecuencias altas en el dominio de Fourier caracterizan las fronteras y detalles
con alta variacién en la imagen, asi pues los filtros de paso bajo emborronan en algin
sentido la imagen. El efecto contrario se obtiene con los filtros de paso alto. Por ultimo
tenemos los filtros que actian sobre una determinada regién de las frecuencias, este tipo
de filtro no es de aplicacién en la mejora de imagen.

Con independencia del tipo de filtro lineal usado, la aproximacién bésica es sumar
los productos entre los coeficientes de la plantilla y las intensidades de las pixeles en la

plantilla. Un tipo general de plantilla es el siguiente

wp | W2 | W3

Wy | Ws | We

Wr | Wg | Wy

Si notamos los niveles de gris de los pixeles en la mascara como 21, 2, . . ., 29, la respuesta

de la mdéscara lineal es

R:w121+w222+...+w929

Los filtros espaciales no lineales también operan sobre los vecinos. Sin embargo, en general
sus operaciones estan basadas directamente en los valores de los pixeles que se consideran
y no usan coeficientes en la forma de los filtros lineales. Como veremos en la préxima
subseccion, la reduccién puede ser alcanzada también con filtros no lineales que calculan
la mediana de los niveles de gris. Otro ejemplo incluye el méximo de los 9 pixeles o el
minimo que pueden usarse para calcular los pixeles localmente mas brillantes u oscuros

respectivamente.

6.4.1. Filtros de Alisamiento

Los filtros de alisamiento se usan con el objetivo de emborronar o para reducir el ruido.
El emborronamiento es usado como preprocesamiento para suprimir detalles pequenos
antes de la extracciéon de objetos usualmente grandes, también puede usarse para unir
segmentos. La reduccién de ruido puede llevarse a cabo con emborronamiento de un filtro
lineal y también por un filtro no lineal.

Filtros de Paso Bajo
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Aunque el filtro espacial podria ser modelizado mediante una gausiana o en general
cualquier funciéon de densidad o su aproximacién continua, es usual restringirse a filtros
de tamafio 3 x 3 o bien mascaras con forma de estrella. Es muy importante que la suma
de los coeficientes sea la unidad.

Veamos con un ejemplo unidimensional que ocurre en el dominio de las frecuencias.
Supongamos que h(0) = h(1) = h(—1) = 1/3, para una senal de tamano M. Su transfor-
mada de Fourier es 1

F(u) = M§(1 + 2 cos(2mu/M))

esta funcién casi no altera las frecuencias bajas (cercanas al cero y al M) y disminuye
mucho las cercanas a la mitad (M/2).

Un ejemplo tipico es la siguiente mascara.

1(1|1
= 1(1|1
9

1(1|1

A veces se aumenta la fuerza del pixel central y la de aquellos que estan mas préximos

teniendo
) 11111 . 1 1
h - T h = —
10 11211 16 21412
11111 1 1

Promediando segiin un rango

El objetivo es promediar sobre aquellos pixeles que cumplen algun criterio tratando
de evitar el emborronamiento.

Por ejemplo podemos usar

1 sig(i—m,j—n) € [min, maz]

0 en caso contrario

h(m,n) = {

El rango puede ser incluso dependiente del nivel de imagen en el pixel central.

Alisamiento por medianas

En un conjunto de valores ordenados, la mediana es el valor central.
El filtrado por mediana es un método de alisamiento que reduce el emborronamiento

de las fronteras. La idea es reemplazar el valor de la imagen en un punto por la mediana de
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los niveles de brillo de sus vecinos. Es obvio que los puntos aislados de ruido son eliminados
y que ademds no emborrona mucho las fronteras y que puede ser aplicado iterativamente.
Uno de sus mayores problemas es que si usamos un reticulo rectangular danaremos
las lineas finas y los bordes de los objetos. Esto podria ser evitado si tomamos los vecinos
solo en las direcciones verticales y horizontales.
El alisamiento por mediana es un caso particular del filtrado por estadisticos ordena-
dos, donde los valores de los vecinos se ordenan en una sucesién y un nuevo valor se le

asigna al pixel central que es una combinacién lineal de estos valores ordenados.

Filtros de medias no lineales

El filtro medio no lineal es una generalizacién de los promedios. Se define como

| Z(i,j)e@a(iaj)u(g(m_ian_j))>
o =t (Bt L

Si los pesos son constantes el filtro recibe el nombre de homomérfico, algunos ejemplos

son
1. Media aritmética, u(g) =g
2. Media arménica, u(g) =1/g

3. Media Geométrica, u(g) = logg

6.4.2. Filtros de Realce

El objetivo principal del realce es destacar los detalles finos de una imagen o mejorar
detalles que han sido emborronados, bien por errores o por problemas en la adquisicién
de la imagen.

Filtrado Espacial de Paso Alto Basico

Es claro que este tipo de filtro puede obtenerse si tiene coeficientes positivos cerca de
su centro y negativos en la periferia. Para una méascara 3 x 3 si vale positivo en el centro
y negativo en el resto es suficiente.

Una implementacion clasica de filtro de paso alto es la siguiente

-1/8 | -1/8 | -1/8
18 1 [-1/8
-1/8 | -1/8 | -1/8
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Figura 6.7: Imagen y su filtro de paso alto.

Es importante notar que la suma de los coeficientes es cero, asi pues cuando la mascara
se encuentra sobre una region constante o que varia muy suavemente el resultado es cero
0 muy pequeno.

Veamos su significado en el dominio de Fourier. Con un ejemplo unidimensional. Si
h(0) =1y h(—1) = h(1) = —1/2 entonces la trasnformada de Fourier es

Flu) = (1 — cos(2mu/M))
M

que es cero, o proximo a él, en las frecuencias bajas y no modifica las altas.

El problema es que como este tipo de filtro produce una imagen de media cero hemos
de buscar formas de llevarlo al rango de la imagen original (ver figura 6.7).
Filtros de Enfasis en las Frecuencias Altas

Una imagen filtrada de paso alto puede ser calculada como la diferencia entre la imagen

original y una versién de paso bajo de la imagen, es decir
Paso Alto = Original — Paso Bajo

Si multiplicamos la imagen por un factor de amplificacién, que notaremos A, produce lo

que recibe el nombre de filtro de énfasis de las altas frecuencias (FEAF).

FEAF = A Original - Paso Bajo
= (A-1)(Original) + Paso Alto
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Figura 6.8: Imagen y su realce al

Cuando A = 1 produce el filtro cldsico de paso alto. Cuando A > 1 parte de la imagen
original se anade al filtro y por tanto se recuperan algunas de las bajas frecuencias. El
resultado es que este tipo de filtro produce imagenes que se parecen mas a la original con
un relativo grado de mejora de bordes que depende del valor de A.

Este tipo de técnica se usa mucho en impresiéon y publicaciéon de documentos.

En la misma linea pueden obtenerse resultados similares con filtros de la forma

con w > 0, un ejemplo se muestra en la figura 77

6.5. Mejora en el Dominio de las Frecuencias

El fundamento de las técnicas basadas en el dominio de las frecuencias es el teorema
de convolucién que conocemos de capitulos anteriores. Este teorema dice que si g(z,y) es
la imagen formada por la convolucién de la imagen f(z,y) y un operador lineal invariante
h(z,y), es decir,

9(z,y) = (b= f)(z,y)
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entonces por el teorema de convolucion, se verifica la siguiente relaciéon en el dominio de
las frecuencias

G(u,v) = H(u,v)F(u,v)

donde G, H y F son las transformadas de Fourier de g, h y f respectivamente.

Muchos problemas de mejora de iméagenes pueden ser formulados como sigue, dado
f(z,y), una vez calculado F(u,v) el objetivo es seleccionar H (u, v) de forma que la imagen
deseada

g(z,y) = F[H(u,v)F(u,v)]

muestra algunos rasgos de interés de f(z,y). Por ejemplo, bordes en la imagen f(z,y)
pueden ser acentuados usando una funcién que enfatice las frecuencias altas de F'(u,v).

h(z,y) caracteriza un sistema cuyo objetivo es producir una imagen de salida g(z, y)
a partir de una imagen de entrada f(z,y). El sistema realiza la convolucién de h(z,y) con
la imagen de entrada y produce el resultado. El teorema de convolucién permite dar una
nueva interpretacion al proceso, en el sentido de que se puede alcanzar el mismo resultado
si multiplicamos F'(u,v) por H(u,v) para producir G(u,v). Calculando la transformada
de Fourier inversa de la salida produce la imagen deseada.

Supongamos por un momento que h(z,y) es desconocido y que aplicamos una funcién
de impulso unitario (es decir, un punto de luz) al sistema. La transformada de Fourier del

impulso unidad es simplemente uno, y por tanto tenemos
G(u,v) = H(u,v)

por tanto la transformada inversa de G(u, v) es h(z, y). Este resultado es bien conocido en
la teoria de los istemas lineales: un sistema lineal invariante por traslaciones se especifica
completamente por su respuesta a un impulso.

Antes de pasar a estudiar la mejora de imagen desde el punto de vista del dominio de
las frecuencias es importante notar que la mejora de imdgenes no coincide con el problema
de la restauracion de las mismas, aunque su formulcaién podria resultar muy similar.

Tal y como acabamos de discutir, la mejora en el dominio de las frecuencias es, en
principio, directa. Simplemente calculamos la transformada de Fourier de la imagen que
queremos mejorar, multiplicamos el resultado por una funcién de transferencia, un filtro,
y calculamos la transformada de Fourier inversa para producir la imagen mejorada.

Las ideas de emborronar mediante la reduccién del contenido de las frecuencias altas

o de realzar aumentando el contenido (la magnitud) de las frecuencias altas en relacién
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a las bajas vienen obviamente del dominio de Fourier. De hecho la idea de filtrado lineal
se considera mas atrayente e intuitiva en el dominio de las frecuencias. Sin embargo, en
la practica, las mascaras espaciales pequenas se usan mas que la transformada de Fourier
por su simplicidad de implementaciéon y velocidad en las operaciones. Sin embargo, la
comprension de los conceptos en el dominio de las frecuencias es esencial para la solucién

de problemas no ficilmente comprensibles en el dominio espacial.

6.5.1. Filtrado de Paso Bajo

Como ya indicamos antes, las fronteras y otras transiciones rapidas como el ruido
en los niveles de gris de una imagen contribuyen significativamente al contenido de las
frecuencias altas en el dominio de Fourier. Por tanto, el emborronamiento (alisamiento)
se alcanza en el dominio de Fourier atenuando un rango especificado de componentes de
altas frecuencias en la transformada de una imagen dada.

Como ya sabemos
G(u,v) = H(u,v) * F(u,v)

donde F(u,v) es la transformada de Fourier de la imagen a alisar. El problema es seleccio-
nar una funcién de transferencia H(u,v) que produzca G(u,v) atenuando las componene-
tes de alta frecuencia de F'(u,v). La transformada inversa producird entonces la imagen
que queremos. En lo que sigue consideramos las funciones de transferencia que afectan la
parte real e imaginaria de F'(u,v) de la misma forma.

Filtros Ideales

Un filtro ideal bidimensional es uno cuya funcién de transferencia cumple la relacién

1 si D(u,v) < Dy

0 en caso contrario

H(u,v) = { (6.19)

donde Dy es una cantidad no negativa y D(u,v) es la distancia del punto (u,v) al origen

en el plano de las frecuencias, es decir,
D(u,v) = (u? + v?)Y/?

El nombre ideal proviene de que todas las frecuencias dentro de un circulo de radio
Dy se pasan sin atenuacién, mientras que todas las frecuencias fuera de ese circulo son

atenuadas completamente.
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Los filtros de paso bajo que consideramos en este capitulo son radialmente simétricos
alrededor del origen, todas las frecuencias fuera de ese circulo son atenuadas.

Para un filtro ideal de paso bajo radialmente simétrico, el punto de transicién en-
tre H(u,v) = 1y H(u,v) = 0 recibe usualmente el nombre de frecuencia de corte. La
frecuencia de corte de un filtro ideal de paso bajo no puede realizarse con componentes
electrénicas, aunque si se puede simular con el ordenador.

El funcionamiento de todos los filtros de paso bajo que se introducen a través del
dominio de Fourier se puede comparar examinando las frecuencias de corte. Una forma de
establecer un conjunto de frecuencias de corte standard es calcular circulos que incluyen

varias cantidades de la potencia de la senal Pp. Esta cantidad se obtiene como sigue

N—-1N-1

Pr=> > P(u,v)

u=0 v=0
donde P(u,v) denota el espectro de potencias. Si la transformacién ha sido centrada, un
circulo de radio r con el origen en el centro de las frecuencias contiene 8 por ciento de la

potencia
B =100>_>" P(u,v)/Pr]

donde la suma se toma en los valores que estan dentro del circulo o su frontera.
El emborronamiento y lo que se ha dado en llamar ringing de este tipo de filtros puede
explicarse facilmente en base al teorema de convolucion. Puesto que la transformada de

Fourier de la imagen original y la borrosa se relacionan en el dominio de Fourier mediante
G(u,v) = H(u,v)F(u,v)
el uso de este teorema conduce a la siguiente expresién en el dominio espacial

9(z,y) = (hx f)(z,y)

donde h(z,y) es la transformada de Fourier inversa del filtro de trasnferencia H(u,v).
El paso para entender el proceso de emborronamiento como un proceso de convolucién
en el dominio espacial estd en la forma de h(z,y). La discusién en el libro ([12]) es muy
interesante.
Filtro de Butterworth
La funcién de transferencia del filtro de Butterworth de orden n y frecuencia de corte

a distancia Dy tiene la forma
1
1+ [D(u, v)/Do]"

H(u,v) =
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donde D(u,v) es la distancia euclidea al centro de la imagen.

Al contrario que el filtro de paso bajo discutido antes el filtro de Butterworth no tiene
una discontinuidad muy pronunciada que establece un corte claro entre las frecuencias
que pasan y las que no pasan. La figura 6.5.1 muestra un ejemplo de la aplicacién de este
filtro.

6.5.2. Filtrado de Paso Alto

Como ya sabemos, una imagen puede ser emborronada atenuando las componentes de
frecuencia alta en su transformada de Fourier. Esto es debido, como sabemos, a que los
bordes y otros cambios abruptos en los niveles de gris se asocian con frecuencias altas.
El realce de imagenes puede alcanzarse mediante el filtrado de paso alto que atenua las
frecuencias bajas sin distorsionar la informacién en las frecuencias altas en el dominio de
Fourier.

Filtro Ideal
Un filtro bidimensional ideal de paso alto es uno cuya funcién de transferencia cumple

la relacién

H(u,v) =
Y .
1 en caso contrario

{ 0 si D(u,v) < Dy

donde Dy es la distancia de corte medida desde el origen del plano de frecuenciasy D(u, v)
ya ha sido definida.

Filtro de Butterworth

La funcién de transferencia de un filtro de Butterworth de paso alto viene definida por

1 1

H(u,v)=1- 1+ [D(u,v)/ Dy 1 + [Do/D(u,v)]*"

donde las definiciones de los elementos que aparecen en él son las mismas que para el

filtro de Butterworth de paso bajo.

6.6. Ejercicios

1. Implementar las técnicas de procesamiento puntual descritas en la seccién 6.2.
2. Implementar la igualacién del histograma.

3. Implementar un filtrado espacial para cualquier mascara de tamafio hasta 5 x 5.



134 CAPITULO 6. MEJORA DE IMAGENES

(c) (d)

Figura 6.9: (a) Imagen original, (b) Butterworth de orden 1 y corte 0,5. (c) Butterworth
de orden 6 y corte 0,5.(d) Butterworth de orden 1 y corte 0,1.



6.6. EJERCICIOS 135

4. Implementar los filtros de Butterworth e ideales en el dominio de las frecuencias.
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Capitulo 7
Segmentacion Basada en Fronteras

Los primeros pasos de la visién tratan, como ya sabemos, de identificar rasgos en
la imagen que son relevantes para estimar la estructura y propiedades de los objetos
en la escena. Los bordes corresponden a cambios locales significativos en una imagen y
son, probablemente, los rasgos mas importantes para el anélisis de la misma. Estos se
encuentran en la frontera entre dos regiones diferentes, siendo su deteccién, por tanto,
un paso importante para la recuperacién de informacion. En este capitulo comenzaremos
analizando la detecciéon y localizaciéon de bordes, para en la segunda parte del mismo

estudiar métodos simples para combinar dichos bordes en fronteras.

Simplificando la definiciéon podriamos decir que un borde es una discontinuidad de
algun tipo en la funcién de intensidad de la imagen. Pero, existen muchos tipos de bordes
diferentes, algunos son debidos a las sombras que se producen sobre los objetos, otros a
la variacién de la reflectancia de los objetos o incluso por la textura de los objetos. Como
vemos en la figura 7.1 los bordes etiquetados d son debidos a discontinuidades entre los
objetos y la cdmara, junto con discontinudades en la normal a la superficie del objeto.
Los etiquetados dc son debidos a discontinuidades de la distancia a la camara pero no en
la normal. Los etiquetados n son debidos a la discontinuidad en la normal, mientras que
los etiquetados r se deben a cambios en la reflectancia de los objetos, pero sin cambios
en las propiedades geométricas. Por ultimo los etiquetados s se deben a la sombra que
el cilindro produce sobre la mesa. Todos estos tipos distintos de procesos fisicos pueden
producir bordes. Si queremos relacionarlos con objetos en la escena tendremos que ser

capaces de identificarlos con sus fuentes.

Teniendo en cuenta todo lo anterior podemos definir un borde como un cambio local

137
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Figura 7.1: Tipos de Discontinuidades en una escena. Ver texto
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salto linea

rampa tejado

Figura 7.2: Perfiles de bordes. Modelos idealizados, fila superior y modelos observados,

fila inferior.

significativo en la intensidad de la imagen que usualmente estd asociado con una dis-
continuidad bien de la intensidad o su derivada. Las discontinuidades pueden ser de dos
tipos: (1) de salto donde la intensidad cambia abruptamente de un valor en un lado de
la discontinuidad a otro valor diferente en el lado opuesto, (2) discontinuidades de linea,
donde las intensidades cambian abruptamente volviendo en poco espacio a su valor inicial.
Es, sin embargo, claro que los saltos y pasos son raros en las imédgenes (debido en parte
al proceso de digitalizacién) y lo que se observa son rampas y tejados como se ve en la
figura 7.2.

El tratamiento que haremos en este capitulo se centra principalmente en los bordes
de salto aunque puede adaptarse facilmente a otro tipo de cambios de intensidad en la
imagen.

Antes de discutir algunos aspectos fundamentales sobre los detectores de bordes, vere-

mos las siguientes definiciones ([43]).

Definicién. 1 Un punto de borde es un punto geométrico con coordenadas [i,j] en la

posicion de un cambio de intensidad local significativo en la imagen.

Definicién. 2 Un fragmento de borde es la i y j coordenada de un borde y la orientacion

0 que puede ser el dngulo del gradiente.
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Definicién. 3 Un detector de bordes es un algoritmo que produce un conjunto de bordes

a partir de la imagen.

Definiciéon. 4 Un contorno es una lista de bordes, o la curva matemdatica que modela la

lista de bordes.

Definiciéon. 5 La union de bordes es el proceso de formar una lista ordenada de bordes

a partir de una no ordenada.

Definicién. 6 El sequimiento de bordes es el proceso de bisqueda en la imagen (filtrada)

para determinar los contornos.

Las coordenadas de un punto borde pueden ser los indices de la fila y la columna donde
el borde fue detectado, o bien las coordenadas a otra resolucién. Las coordenadas pueden
venir dadas en el sistema de coordenadas de la imagen, pero mas probablemente vendran
dadas en el sistema de coordenadas producido por el filtro de deteccién. El término borde
se usa tanto para puntos como para fragmentos.

El conjunto de bordes que produce un detector de fronteras puede dividirse en dos
clases: los correctos y los falsos. Un tercer conjunto corresponde a los bordes que deberian
haber sido detectados. Este tipo de bordes reciben el nombre de falsos negativos mientras
que los falsos corresponden a falsos positivos.

La diferencia entre la unién de fronteras y el seguimiento de fronteras es que la unién
tiene como entrada un conjunto desordenado de bordes producido por un detector de bor-
des y el resultado es una lista ordenada. El seguimiento de bordes toma como entrada una
imagen y produce una lista ordenada de bordes, este proceso puede utilizar informacion

global.

7.1. Métodos de Gradiente

La deteccién de bordes es esencialmente una operacion de deteccion de cambios de
intensidad locales significativos. En una dimension estos cambios, los de salto, estan aso-
ciados con un pico local de la primera derivada. Veamos ctal es su equivalente en el caso

bidimensional.
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7.1.1. Operadores Isotrépicos

Un operador isotrépico tiene como objetivo determinar la fuerza de un borde con
independencia de su direccién en la imagen. Es obvio que esta propiedad es deseable
entre los detectores de bordes ya que no seria bueno que un detector sélo fuera sensible a
bordes en determinadas direcciones. Este tipo de detectores es aplicado a cada punto de
la imagen para calcular la fuerza del borde independientemente de su orientacién. Veamos
qué condiciones debe cumplir ese operador.

Consideremos la imagen de intensidades f(z,y) con coordenadas x e y. Supongamos
que la rotamos. Consideremos un punto (z,y) y su rotacién por € que nos produce (z',y’)

segtn la formula

¥’ = xcosh + ysenb

/!

y = —xsend + ycosh

las derivadas de los dos sistemas se relacionan mediante

of _of of

Er a—xcose + 8—ysen9
Y af af of
8—y’ = —8—$sen0 + 8—ycos€

Si uno estd interesado en operadores isotropicos, entonces un analisis matematico simple
prueba que o bien derivadas de orden par o de orden impar elevadas a potencias pares
pueden dar lugar a operadores isotrépicos. Puede probarse que un operador isotrépico es

la suma de los cuadrados de las derivadas parciales en las direcciones x e y ya que

ar\>  (of\® _ (of\* [of\’
(a—) *(@) —(a—> *(a?)

Para encontrar la direccion en la que se produce el cambio, la direccién del borde, conside-
remos la ecuacién para la derivada parcial en la direccién z’. Podemos entonces obtener

el 6 para el que esta derivada parcial se maximiza. Para ello tendremos que resolver
of
d|=]/d8d =0

de donde 9t 9
6 = arctg (—f/—f>

0y’ Ox



142 CAPITULO 7. SEGMENTACION BASADA EN FRONTERAS

Sustituyendo este # en la formula de la derivada parcial tendremos que el méximo cambio

v () 3

Las expresiones anteriores tienen operaciones de raices cuadradas y cuadrados que pue-

vale

den ser computacionalmente lentos. Por ello, a veces se realizan aproximaciones de estas

funciones que son computacionalmente menos costosas.

7.2. Pasos en la detecciéon de Bordes
Los algoritmoos para la deteccién de bordes tienen tres pasos:

1. Filtrado. Puesto que el cdlculo del gradiente basado en los valores de intensidad de
un nimero finito de puntos es muy susceptible al ruido, normalmente se filtra la ima-
gen inicialmente para mejorar el rendimiento del detector con respecto al ruido. Es
obvio que este proceso ha de aplicarse con cuidado, puesto que el emborronamiento

oculta los bordes.

2. Realce. Este paso es esencial para determinar cambios en la intensidad de los vecinos

de un punto. El proceso es basicamente el calculo del gradiente.

3. Deteccién. Muchos puntos en una imagen tienen un gradiente no nulo. Obvia-
mente no todos ellos son bordes para todas las aplicaciones. Es necesario algin
método para determinar qué puntos son bordes. Un criterio ampliamente usado es

la umbralizacién.

4. Estimacion. Esta debera llevarse a cabo en la resolucién apropiada y en algunos

casos serd necesario también estimar la direccién del gradiente.

7.3. Aproximaciones Discretas del Gradiente

En las dos ultimas décadas se han desarrollado muchos detectores de fronteras, dicu-
tiremos aqui algunos de los mas comunes. Es fundamental entender ahora que puesto que
de lo que se dispone es una imagen y no la escena real, hemos de hacer aproximaciones

de las derivadas basadas en diferencias finitas.
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7.3.1. Operador de Roberts

El operador de Roberts es uno de los mas antiguos. Es muy fécil de calcular ya que

usa sélo una ventana de tamano 2 x 2. Sus mascaras de convolucién son

110 01
Gw - Gy =
0|-1 -110

la magnitud del gradiente se calcula entonces mediante la siguiente aproximaciéon

G(f(&,9) = [f(6,5) = FE+ L7+ DI+ [f(E5+1) = F(E+1,5)

puesto que G, y G, son aproximaciones de las derivadas parciales con respecto a = e y
respectivamente.

Una gran desventaja del operador de Roberts es que es muy sensible al ruido, ya
que se usan muy pocos pixeles para aproximar el gradiente, ademas, la aproximacion

estd desplazada del punto (4, 7) al (i +1/2,5 4+ 1/2).

7.3.2. Operador de Sobel

Una forma de evitar que el gradiente se calcule en un punto intermedio, tal y como
ocurre en el operador de Roberts, es usar entornos de tamano 3 x 3. Consideremos la
distribucién de pixeles que se muestra alrededor del (7, j) en la figura 7.3. El operador de

Sobel es la magnitud del gradiente calculado mediante
M = /s2+s2
donde las derivadas parciales se calculan mediante

Sy = (ay+ caz+ aq) — (ap + car + ag)

Sy = (ao + ca; + (12) — (ae + cas + (14)

con la constante ¢ = 2.

Es claro que estos operadores de gradiente pueden implementarse utilizando méascaras
de convolucion.

Es importante notar que este operador le da mas peso a los pixeles mas cercanos al

centro de la mascara. Este operador es una de los mas usados.
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Qo ai Qo
az (Zv .7) as

Qg as Q4

Figura 7.3: Etiquetado de niveles de gris para explicar los detectores de bordes

7.3.3. Operador de Prewitt

Este operador es similar al de Sobel, reemplazando la constante ¢ = 1.

7.3.4. Otros Operadores de Derivadas

Aunque la formulacién dada aqui es la mas comun para los operadores de fronteras
existen monografias donde la formulacién de los operadores de Sobel y Prewitt es diferente

ademds de incluir otros operadores como los de Robinson y Kirsch, ver [48].

7.4. Operadores de Segunda Derivada

Los detectores de fronteras que hemos discutido calculan el gradiente y si su valor
estd por encima de un umbral, se supone la existencia de un punto de borde. El resultado es
demasiados puntos de borde. Una mejor aproximacion seria encontrar solo los puntos que
tienen maximos locales en el gradiente y considerar estos los puntos de borde. Esto significa
que en los puntos de borde existe un pico en la primera derivada y equivalentemente un
cruce por cero en la segunda. Asi pues los puntos de borde se detectan encontrando los
cruces por cero de la segunda derivada en las intensidades de la imagen.

Existen dos operadores bidimensionales que corresponden a la segunda derivada: el

Laplaciano y la Segunda Derivada Direccional. Aqui analizaremos s6lo el primero.

7.4.1. Operador Laplaciano

La laplaciana es el equivalente bidimensional de la segunda derivada. La férmula para
la laplaciana de una funcién f(z,y) es

0%f  Bf

2 _ -
Vf_3$2+8y2
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La segunda derivada en las direcciones x e y se aproximan utilizando las ecuaciones

en diferencias

f _ Ge
o2 Or

ozr

Andalogamente obtendriamos

o*f
0y?

=f(,7+2)-2f(6,5+1) + F(5,7)

Sin embargo, estas dos aproximaciones no estan centradas en la posicién (¢, ) de modo

que una aproximacién mas razonable seria

8% f
9z2
8% f
oy?

= fli+1,7) =205+ f(i—1,7)

= f,5+2) =270+ 1)+ f(i,9)

Combinando estas dos ecuaciones en un unico operador, podemos usar la siguiente

mascara para aproximar el laplaciano.

0Ol 11]0
V2 4
0Ol 11]0

Algunas veces es deseable darle mas peso a los pixeles centrales del entorno. Una

aproximacion de la Laplaciana que hace esto es

4

Vix| 4

-20

4

El operador laplaciano marca la presencia de un borde cuando la salida del operador

realiza una transicién por cero. Los ceros triviales, es decir, las regiones de cero uniforme

tienen que ser ignoradas. En principio, las localizaciones de los cruces por cero pueden ser

estimadas a nivel de subpixeles usando interpolacién lineal; pero los resultados pueden

ser inexactos.
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2121212288888
2121212288888
2121212288888
2121212288888
2121212288888
2121212288888

0 00 66 0 0 O

0 00 66 0 0 O

0 00 6|6 0 0 O

0 00 66 0 0 O

Figura 7.4: Salto y Resultado de Aplicar el Laplaciano

Consideremos el ejemplo que se muestra en la figura 7.4. Esta figura muestra el re-
sultado de aplicar la laplaciana a una imagen de un paso salto simple. En este ejemplo,
el cruce por cero que corresponde al borde en la imagen, estd a mitad del camino de los
dos pixeles con valores no nulos de la laplaciana. En este caso los bordes deberian ser
marcados o bien a la izquierda o la derecha, pero de una forma consistente en toda la
imagen.

Consideremos el ejemplo de la figura 7.5. Esta contiene la respuesta a una rampa. Este
cruce por cero corresponde a un pixel en la imagen. Obviamente ésta es una situacion

ideal y la localizacién de los bordes deberia determinarse por interpolacién.

7.4.2. Cruces Por cero de la segunda Derivada. Laplaciana de

(Gausiana

En los afos setenta, la teoria de Marr (ver capitulo sobre Ciencias Cognitivas) con-
cluyo a partir de experimentos neurofisioldgicos que las fronteras de los objetos son los
datos méas importantes para unir una imagen de intensidades con su interpretacion. Los
detectores de bordes que existian en aquel tiempo estaban basadas en la convolucién con
mascaras muy pequenas y solo funcionaban sobre determinadas imagenes. Su principal

desventaja era su dependencia de los tamanos de los objetos y su sensibilidad al ruido.
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2121212258888
2121212258888
2121212258888
2121212258888
2121212258888
2121212258888

0 00 3{0(-3 0 0

0 00 3{0(-3 0 0

0 00 3{0(-3 0 0

0 00 3{0(-3 0 0

Figura 7.5: Otro Salto y Resultado de Aplicar el Laplaciano

Una técnica de deteccién de bordes basada en los cruces por cero de la segunda derivada
(en su forma original el detector de Marr y Hildreth, [29]) explora el hecho de que un borde
de salto corresponde a un cambio brusco de la funcién de la imagen. La primera derivada
de la funcién de la imagen debe tener un extremo en la posicién correspondiente a un borde
en la imagen, y la segunda derivada debe ser cero en la misma posicién. Sin embargo, es
mucho més ficil y preciso encontrar un cruce por cero que un extremo. (ver figura 7.6).
En esta figura se ilustra el problema en el caso unidimensional.

El punto crucial es cémo calcular la segunda derivada de una forma robusta. Una po-

(a) (b) (c)

Figura 7.6: (a) Intensidad, (b) Derivada Primera (c) Derivada segunda
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sibilidad es suavizar la imagen primero (para reducir ruido) y después calcular la segunda
derivada. Cuando se selecciona un filtro de alisamiento se deben cumplir dos criterios:
debe ser suave y de banda limitada para reducir el nimero de frecuencias en las que
puede producirse el cambio y segundo que la respuesta sea casi puntual. Aunque estos
dos criterios entran en conflicto, la distribucién que optimiza simultdneamente ambos es
la distribucién gausiana.
El filtro de alisamiento gausiano 2D, G(z,y) viene dado por
2% + y?
202

]

G(z,y) = cexp[—

donde z e y son las coordenadas de la imagen, o es la desviacién tipica de la distribucion
de probabilidad y ¢ es una constante de normalizacién.

Nuestro objetivo es obtener la segunda derivada de una versiéon suave, de la imagen
original f(z,y). Ya hemos visto que el operador laplaciano V? produce la segunda deri-
vada y es ademds isotrépico. Consideremos entonces la laplaciana de una imagen f(z,y)

suavizada por una gausiana. Tendremos entonces que calcular

V3(G(z,y,0) * f(z,y))

El orden en el que se realiza la convolucién y diferenciacién puede ser intercambiado

debido a la linealidad de los operadores y tendremos

(V2% G(z,y,0)) * f(z,y)
si notamos el filtro de convolucién por h(z,y, o) tendremos que

1’2+y2
2

c

z? + y?
h(z,y,0) = 02( -

202

]

. — 2) exp|

que recibe el nombre de filtro del sombrero mejicano.

Este proceso de busqueda de la segunda derivada es muy robusto. El alisamiento
gausiano suprime al influencia de pixeles lejanos y la laplaciana es una medida eficiente y
estable de los cambios en una imagen.

La localizacién en la imagen V2G donde se cruza por cero corresponde a la posicién
de los bordes. La ventaja de esta aproximacion comparada con los clasicos operadores de
bordes es que una mayor area que rodea el pixel se tiene en cuenta. La influencia de los

pixeles distantes estd determinada por o.
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Experimentos neurofisiolégicos proporcionan evidencia de que la retina del ojo huma-
no en la forma de células ganglionares realiza operaciones similares a la Laplaciana de
Gausiana (LoG). Cada célula responde al estimulo de luz en un entorno local llamado
el campo receptivo que tiene una estructura redondeada de dos tipos complementarios
(fuera-centro y dentro-centro). Cuando un estimulo de luz ocurre, la actividad de las célu-
las dentro-centro aumenta y la de las fuera-centro se inhibe. Este proceso puede describirse
como la convolucién de una imagen con un operador LoG.

El operador LoG puede ser aproximado de un modo efectivo por la convolucién con
una mascara que sea la diferencia de dos gausianas, con valores muy diferentes de o. Este
método recibe el nombre de Diferencia de Gausianas también notado DoG.

Esta aproximacién tradicional al cruce por cero tiene también inconvenientes. Primero,

suaviza mucho la forma, ademas de crear contornos cerrados en forma de spaghetti.

7.5. Detectores de Bordes Gausianos

La idea esencial en la deteccién de bordes de salto es encontrar puntos en la imagen
que tengan localmente méaximo gradiente. Muchas de las investigaciones en la deteccién
de bordes estd dedicada a la aproximaciéon numeérica del gradiente en iméagenes. Los saltos
en las imagenes reales no son abruptos ya que éstos son suavizados por los filtros de
paso bajo bajo inherentes a los procesos de captaciéon de imagenes. Analogamente las
iméagenes son distorsionadas por el ruido. Por tanto, cualquier proceso de detecciéon de
bordes basado en fronteras debe por una parte suprimir el ruido y por otra localizar los
bordes tan preciso como sea posible. Sin embargo, como ya hemos visto anteriormente
estos dos requerimientos entran en conflicto. De nuevo la mejor aproximaciéon basada en
gradientes hace uso de gausianas. Sin consideramos un operador que sea la combinacién
de un filtro gausiano con una aproximacién de gradiente tendremos un operador que es
sensible al borde en la direccién de maximo cambio. Dentro de este modelo se encuadra

el detector de Canny (ver [6]) que veremos a continuacion.

7.5.1. El detector de Bordes de Canny

El detector de bordes de Canny es la primera derivada de una gausiana y aproxima
muy bien el operador que optimiza el producto del cociente senal ruido y localizacion. El

algoritmo se resume como sigue: Sea f(z,y) la imagen. El resultado de convolucionar la
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imagen con un filtro gausiano es la imagen suavizada

s(z,y) = G(z,y,0) * f(z,y)

donde o es la anchura de la gausiana y controla el grado de alisamiento. A continuacién se
calcula el gradiente de la imagen suavizada usando una aproximacion 2 X 2 de las primeras

diferencias y que producen las matrices P(i,5) y Q(i,7) para las derivadas parciales en
ey
P(i,j) =~ (s(i+1,5) —s(i,j) +s(i+1,5+1) — s(i,j+1))/2
Qi j) ~ (s(i,j) —s(t,j = 1) +s(i+1,5) —s(t+1,j - 1))/2
Las diferencias finitas son promediadas sobre un cuadrado 2 x 2 de forma que las

derivadas parciales se calculan en el mismo punto de la imagen. La magnitud y orientacion

del gradiente se puede calcular mediante

M(i, §) = \/P(i,5)? + Q(i, 5)?
9(%.7) = arctang(Q(i,j), P(Zvj))

donde la funcién arcotangente toma dos argumentos y genera un angulo sobre el circulo
completo de direcciones posibles.

La matriz de magnitudes M (i, j) tendra valores grandes donde el gradiente sea grande,
pero esto no es suficiente para identificar los bordes ya que el problema de encontrar los
puntos donde hay un cambio réapido de la intensidad se ha transformado en la buisqueda
de los puntos donde existe un maximo local de M(i, 7). Para identificar los bordes, las
crestas en la matriz de magnitudes debe reducirse de forma que las magnitudes donde
existe un maximo local sean las tinicas que persistan.

Dos son las aproximaciones que vamos a examinar para reducir las crestas. Una vez
calculada la magnitud del gradiente y su direccién, estos valores son examinados en la
imagen completa junto con la magnitud de los bordes de los dos pixeles vecinos en la
direccion perpendicular al borde. Si al menos uno de estos pixeles tiene magnitud superior
que la del pixel central, a este ltimo se le asigna el valor cero, es decir M(i, j) = 0. Este
proceso hace mas estrecha las crestas. Los valores de las alturas de las crestas se retienen en
la magnitud de no supresién que es notada N (7, j). Observemos que N(¢,j) vale M(i, j)
o cero si no lo hemos localizado como maximo local. Los valores no nulos en N(i,j)
corresponden a la cantidad de contraste en un salto en la imagen. Una aproximacién

discreta de este método puede encontrarse descrita en [48].
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A pesar del alisamiento realizado previamente, este nueva matriz contendrd muchos
falsos bordes. Un procedimiento tipico que se usa para reducir el nimero de fragmentos
de falsos bordes es aplicar un umbral a N(i,j). Todos los valores por debajo del umbral
se cambian a cero. Todavia existirdn algunos bordes falsos por ser el umbral muy bajo
7 (falsos positivos) y partes del contorno no aparecerdn (falsos negativos). Para resolver
este problema se usa un umbral doble. A N(i,7) le aplicamos dos umbrales 77 y 75 con
Ty & 271 y tenemos dos imagenes umbralizadas T1(i, j) y T»(3, j), respectivamente. Puesto
que la imagen T, se formé con un umbral superior ésta tendra menor nimero de falsos
positivos, pero también tendrd numerosos huecos en los contornos (falsos negativos). El
algoritmo de doble umbral une los bordes de 75 para formar contornos. Cuando llega al
final de un contorno, el algoritmo mira a 77, mira a los 8 vecinos del pixeles que pueden
ser unidos al contorno. El algoritmo continua utilizando pixeles de 77 hasta llegar a otro

pixel en T5.

7.6. Medidas de la Calidad de un detector de bordes

La idea de medir la calidad de un detector de bordes es bastante antigua y Abdou
y Pratt ([2]) lo han usado para definir el mérito de cada detector. La idea no es usar el
mérito para definir el detector (en la linea de lo hecho con el filtro de Canny) sino usar
el mérito para seleccionar el detector. La figura 7.7 muestra unos cuantos defectos que

puede tener un detector. El mérito definido por Abdou y Pratt es

1 4 1
— miéx(I;, I4) ,; 1+ ad?(i)

donde I; es el numero ideal de puntos de borde, 4 es el nimero de puntos de borde
detectados, d(i) es la menor distancia del borde i-ésimo al borde ideal y « es una constante
positiva. F' es siempre menor o igual que uno y alcanza la igualdad cuando I} = I, y
d(i) = 0 para todo i

7.7. Técnicas Jerarquicas

La mayor parte del trabajo relacionado con la bisqueda de bordes en una imagen se
debe a la enorme cantidad de pixeles que hay que examinar. La mayor parte de este trabajo

no es necesario, el ser humano puede observar rapidamente que areas de la imagen son
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borde verdadero

Poco robusto al ruido Mal localizado Demasiadas respuestas

Figura 7.7: Defectos de Bordes
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interiores de regiones y por tanto no contendran fronteras, con esta informacién poco fina
el cerebro parece entonces capaz de aplicar una resolucién superior a regiones especificas
de interés para separar las regiones con mas precision. Las técnicas jerarquicas tratan de
emular esta conducta sacrificando resolucién en pasos iniciales para tener una idea de la
regién donde se encuentra la frontera.

Supongamos que tenemos una imagen cuadrada I cuya longitud de cada lado es una

potencia de dos, N = 2", podemos entonces definir imagenes recursivamente como sigue
I, = 1
L 1(z,y) = [L(2z,2y) + L2+ 1,2y) + L2z, 2y + 1) + I;(2x + 1,2y + 1)] /4
0<z,y<27!

asi pues para 0 < 7 < n, I; es una imagen de tamafio 2° x 2¢ con niveles de gris en el
mismo rango que [; en particular I es una imagen con un unico pixel con nivel de gris la
media de los niveles de gris de la imagen original.
Es muy importante tener en cuenta que el tamano en pixeles que se necesita para
almacener esta estructura jerarquica es
44" — 1

> 2" x 2 = ——— ~ —(numero de pixeles en I)
i=0 3 3

por tanto, a pesar de generarse una enorme cantidad de imégenes, la carga de almacena-
miento no es prohibitiva en comparacién con lo que se requiere para la imagen I.

Las iméagenes intermedias sufrirdn una creciente cantidad de emborronamiento al re-
ducirse su resolucion. Mientras que se pierden detalles, esto no importa si estamos sélo
buscando los rasgos mas importantes, o bien su naturaleza aproximada.

El hecho de que las regiones principales suelen ser distinguibles también a resoluciones
inferiores se explota en el siguiente algoritmo de segmentacién, ([49]). Elegimos el nivel
més alto de la pirdmide (es decir, el valor menor de ¢) en el que los rasgos que queremos
extraer estdn todavia presentes (la eleccién de este nivel no es necesariamente una tarea
facil) y le pasamos un detector de fronteras. En cada pixel en el que el operador produce
la evidencia de la existencia de un borde, descendemos la pirdmide una capa y pasamos el
detector de bordes sobre los cuatro pixeles que se usaron para formarlo. Este proceso se
ejecuta recursivamente haste que se alcanza I, = I, lo que significa que hemos aplicado
el detector de bordes a los pixeles de la imagen. Es muy importante tener en cuenta que
el detector de bordes so6lo se aplica a los pixeles de la imagen a los que se ha llegado de

esta forma.
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Esta idea tiene dos ventajas sobre la aplicacion de los detectores de bordes sélo a la
imagen original; primero el proceso de promedio tiene como efecto distinguir las regiones
entre si y también del fondo, aunque se emborronen los bordes. Segundo, es computacio-
nalmente mas econémico; usualmente este algoritmo comenzara a un tercio de la imagen
original, es decir con 24%/3 pixeles en lugar de 227, y el operador de bordes serd aplicado

en los niveles mas bajos donde sea necesario.

7.8. Técnicas de Segmentaciéon Basadas en Bordes

Histéricamente el primer grupo de métodos de segmentacion, que es todavia hoy muy
importante es el basado en informacién sobre bordes en la imagen. Las técnicas de seg-
mentacién basadas en bordes se basan en los bordes encontrados en la imagen por los
detectores. Los métodos de extraccion de fronteras que hemos estudiado no pueden ser
utilizados como un resultado de segmentacion. Otros pasos posteriores han de seguir para
combinar los bordes en cadenas de bordes que corresponden con fronteras de objetos en la
imagen. El objetivo final es alcanzar al menos una segmentacién parcial, es decir, agrupar
bordes locales en una imagen donde sélo cadenas de bordes con una correspondencia con
objetos en la imagen o partes de la imagen estan presentes.

Existen diferentes métodos para la segmentacion basada en bordes que difieren en la
estrategia para la construccion de la frontera, asi como en la cantidad de informacién pre-
via que se incorpora en el método. Es obvio, que a mayor informacién mejor segmentacién.
En este capitulo discutiremos s6lo un método que incorpora muy poca informacién en el
proceso de segmentacion. Métodos més complejos y también mas efectivos son discutidos
en [48].

7.8.1. Relajacion de Bordes

Las fronteras que se obtienen de los métodos descritos en las secciones anteriores estan
usualmente muy afectados tanto por el ruido de la imagen como por la no presencia de
partes que deberian estar presentes. Si en el proceso de paso de borde a frontera se tiene en
cuenta las propiedades de los bordes vecinos presentes, es posible aumentar la calidad de
los resultados. Todas las propiedades de una imagen junto con la posibilidad de existencia
de mas bordes, se evalian iterativamente con mas precisién hasta que el contexto de los

bordes queda claro. Basado en la fuerza de bordes en una vecindad local especificada,
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Figura 7.8: Borde tipo grieta e con sus vecinos

la confianza de cada borde se aumenta o disminuye ([1],[52],[45],[15]). Un borde débil
posicionado entre dos bordes fuertes proporciona un ejemplo de contexto; es altamente
probable que este borde débil entre ellos sea parte de una frontera. Si, por otra parte,
un borde, incluso uno fuerte no tiene contexto que lo soporte, puede que no sea parte de
ninguna frontera.

El método que vamos a discutir aqui ([16], [41]) es un ejemplo clasico de evaluacién de
contexto en bordes. El método utiliza bordes tipo grieta (entre pixeles). El contexto del
borde se considera a ambos lados de un borde, e, con el sistema de vecinos que se muestra
en la figura 7.8.

Todas las posibles posiciones de los vecinos de e deben ser incluidas para cubrir la
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forma en la que se continua en el entorno. Ademas dos posiciones paralelas con e pueden
ser incluidas en el sistema de vecinos -estas posiciones paralelas compiten con e en la
colocacién del borde. La relajacion de bordes busca la construccién de fronteras continuas
de forma que discutiremos los patrones que podemos encontrar en el entorno. Dado un
borde central e, éste tiene un vértice a cada uno de sus lados y cada uno de estos vértices
tiene tres posibles formas de continuar. La forma de continuar de un vértice se evalua de
acuerdo al nimero de bordes que de él emanan, sin contar e, y este nimero define el tipo
de vértice. Entonces el tipo de borde e puede ser representado mediante ¢ — 7, donde ¢
notard la configuracién de bordes que se produce a su izquierda (en su vértice izquierdo)
y j el que hay a la derecha. Por ejemplo, asignaremos el tipo 0 — 0 a la configuracién que
se muestra en la figura 7.9(a), el 2 — 0 para la figura 7.9(c), etc. Es obvio que por simetria

debemos considerar solo el caso ¢ < j. Tenemos las siguientes situaciones de contexto:

= 0 — 0 borde aislado, influencia negativa en la confianza del borde.

0 — 2, 0 — 3 final sin salida, influencia negativa en la confianza del borde.
= 0 — 1, incierto, poco positivo o no influencia.

= 1 — 1, continuacion, influencia fuertemente positiva en la confienaza del borde.

1—2, 1— 3 continuacién a la interseccién de bordes, influencia medio positiva sobre

la confianza del borde.

2—2,2—3, 3 — 3, puente entre fronteras, no es necesario para la segmentaciéon no

tiene influencia en la confianza del borde.

Una relajacién de bordes es un método iterativo, en la que la confianza de los bordes
tiende a cero (desaparacién del borde) o a uno (los bordes forman una frontera). La con-
fianza c(!)(e) de cada borde e en la primera iteracién puede definirse como una magnitud
normalizada del borde tipo grieta, con una normalizacién basada bien en el maximo global
de los bordes tipo grieta de toda la imagen, o en el méximo local de algin entorno grande
del borde, en este ultimo caso el objetivo es disminuir la influencia de unos pocos valores
muy altos de la magnitud del borde en la imagen.

El algoritmo funcionaria como sigue: Relajacién de bordes

1. Evaluar la confianza c(l)(e) para todos los bordes tipo grieta de la imagen,
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Figura 7.9: Borde tipo grieta e con sus vecinos

2. encontrar el tipo de borde de cada borde basado en la confianza de los bordes de

Sus vecinos,

3. Actualizar la confianza c**!(e) de cada borde e de acuerdo con su tipo y su confianza

previa,

4. Parar si todas las confianzas de los bordes han tendido a cero o uno. Repetir los

pasos (2)-(3) en caso contrario.

Los pasos principales del algoritmo anterior son la evaluacion de los tipos de vértices
seguido de la evaluacion del tipo de borde y la forma en que se modifica la confianza en

el borde. Un vértice es considerado de tipo i si

tipo(i) = mléx(tipo(k)), k=0,1,2,3
tipo(0) = (m —a)(m —b)(m —¢)
tipo(1) = a(m —b)(m —¢)
tipo(2) = ab(m —c)

(3)

tipo(3) = abc

donde a, b, c son los valores normalizados de los otros bordes y sin pérdida de generalidad
podemos suponer que a > b > ¢, ¢ es una constante para la que un valor de 0,1 parece
apropiado y m = méx(a, b, ¢, q). Observemos que la introduccién de la cantidad ¢ asegura
que tipo(0) es no cero para pequeiios valores de a.

Por ejemplo si elegimos ¢ = 0,1 un vértice (a,b,c) = (0,5,0,05,0,05) es un vértice

de tipo uno, mientras que un vértice (0,3,0,2,0,2) es un vértice tipo tres. Los mismos
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resultados se pueden obtener observando el numero de bordes de un vértice que estan por
encima de un umbral. El tipo de borde se encuentra como la concatenacién del tipo de

vértices y la confianza de bordes se modifica como sigue

Aumento de confianza c*l(e) = min(1,c*(e) + 0)

Disminucién de confianza c"™(e) = max(0, c*(e) — 9)

donde ¢ es una constante apropiada, usualmente en el rango [0,1, 0,3].

Las reglas para la modificacion de la conffianza del borde pueden simplificarse y usar
un tnico 4, sin incluir el crecimiento/decrecimiento débil, moderado o fuerte . Ademds,
los vértices tipo 2 y 3 pueden considerarse del mismo tipo de implementacién.

La relajacién de bordes, tal y como ha sido descrita, mejora rapidamente el etiquetado
original de bordes en unas pocas iteraciones. Sin embargo con muchas iteraciones empeora
el resultado. La razon para esta conducta extrana esta en la busqueda de un méximo global
del criterio de consistencia sobre toda la imagen, lo cual puede no ser 6ptimo localmente.
Una solucion es asignar a la confianza de un borde cero si estd por debajo de un umbral y
uno si estd poir encima de otro. Por tanto anadiriamos un paso adicional a la computacion

de la confianza

si Ftle) > Ty asignar entonces " (e) =

1
si cFtle) < Ty asignar entonces Ftle) =0 (7.2)

donde 77 y 75 son parametros que controlan la convergencia del algoritmo.

7.9. Ejercicios

1. Implementar los detectores de bordes basados en los operadores de Roberts, Sobel

y Prewitt.
2. Implementar el detector de bordes basado en la laplaciana de la gausiana.
3. Opcional: Implementar el detector de Canny.
4. Implementar un detector de bordes jerarquico.

5. Opcional: Implementar una técnica de segmentacién basada en bordes.



Capitulo 8

Segmentacion de Imagenes

8.1. Introduccion

En otros temas hemos estudiado ademas de material de base, algunas técnicas de me-
jora de imagenes, que en algunos casos reciben el nombre de técnicas de preprocesamiento.
Nos proponemos ahora avanzar en la linea de extraer informacién de una imagen, este
area recibe el nombre de andlisis de imdgenes ([13],[48],[43]). La extraccién de informacién
podria decirse que ya comenzd a hacerse en el tema de segmentacién basada en fronteras
cuando vimos las técnicas de relajacién. Sin embargo, la busqueda de regiones, bien por

homogeneidad o disparidad se hard mas exhaustivamente aqui.

El primer paso en el andlisis de imagenes es generalmente segmentar la imagen en
regiones. Una regién, en una imagen, es un grupo de pizeles conectados (un concepto
que necesita ser definido precisamente) que tienen propiedades similares. Es obvio que las
regiones son importantes para la interpretacién de las imagenes pues pueden corresponder
a objetos en la escena. Una imagen puede contener varios objetos y ademés cada objeto

puede contener varias regiones que corresponden a partes del mismo.

Para que una imagen pueda ser interpretada correctamente, tiene que ser dividida en
regiones que correspondan a objetos o partes de ellos. Sin embargo, debido a los errores de
segmentacion, la correspondencia entre regiones y objetos no serd perfecta y deberemos

utilizar conocimiento especifico en etapas posteriores de la interpretacién de las imagenes.

159
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8.2. Regiones y Bordes

Consideremos una imagen simple que contenga diferentes objetos. El primer paso en el
analisis para entender una imagen es particionar la imagen de forma que las regiones que
representan diferentes objetos son marcadas explicitamente. Estas particiones pueden ser
obtenidas a partir de las caracteristicas de los niveles de gris en la imagen, o utilizando
alguna otra. Asi pues, podria decirse que los valores de gris en las posiciones de la imagen
son las observaciones y que los otros atributos, como la pertenencia a regiones, deben
obtenerse a partir de los niveles de gris. Existen dos aproximaciones para particionar una
imagen en regiones: segmentacion basada en regionesy estimacion de la frontera utilizando
detectores de bordes.

En la aproximacién basada en regiones todos los pixeles que corresponden a un ob-
jeto se agrupan juntos y son marcados para indicar que pertenecen a una region. Este
proceso recibe el nombre de segmentacion. Los pixeles son asignados a regiones segun
algin criterio que los distingue del resto de la imagen. Dos principios muy importantes
en la segmentacion son valor de similitud y proximidad espacial. Dos pixeles pueden ser
asignados a la misma region si tienen caracteristicas similares de intensidad y si estan
proximos. La varianza de los niveles de gris en una regiéon y la compactificaciéon de una
regién pueden ser también usadas como valores de similitud y proximidad entre pixeles
respectivamente.

Los principios de similitud y proximidad aparecen por la hipdtesis de que los puntos
de un mismo objeto producirdn en la imagen pixeles con niveles de gris similares y proxi-
mos espacialmente. Obviamente, esto no es cierto en muchas situaciones. Podemos, sin
embargo, agrupar pixeles en una imagen utilizando estos principios y usar conocimiento
que depende del dominio para realizar la correspondencia objeto-region.

Al igual que hemos abordado el problema de la segmentacion por similitud entre los
niveles, es posible también realizar este proceso mediante lo que se denomina disparidad.
El objetivo es encontrar los pixeles que se encuentran en las fronteras de las regiones.
Estos pixeles, llamados bordes, pueden localizarse examinando los pixeles vecinos. Puesto
que los pixeles llamados bordes estdn en la frontera de las regiones y éstas suelen tener
diferentes niveles de gris a cada lado, lo que necesitamos es medir las diferencias entre los
pixeles vecinos. La mayoria de los detectores de bordes usan sélo las caracteristicas de la
intensidad para su deteccién, aunque algunos aspectos como la textura y el movimiento

también aportan informaciéon. Observemos, por ejemplo, que en una segmentacion para
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detectar objetos en movimiento la comparacion se haria entre lo observado en dos imagenes
consecutivas.

En imagenes ideales, una region estard acotada por un contorno cerrado. En principio,
la segmentaciéon de regiones y deteccion de bordes deberia producir los mismos resultados.
Las fronteras (cerradas) podrian obtenerse entonces a partir de las regiones utilizando
un algoritmos de seguimiento de fronteras. Analogamente, las regiones pueden obtenerse
a partir de los bordes usando un algoritmo de relleno. Por desgracia, en las iméagenes
reales es raro obtener tanto bordes a partir de regiones como regiones a partir de bordes.
Debido al ruido y otros factores ni la segmentacién de regiones ni la deteccién de bordes
proporcionan informacién perfecta.

En este tema vamos a abordar la segmentacién de imagenes desde los puntos de vista
de la similitud y disparidad, aunque desde este punto de vista algo fue analizado en
el tema anterior. Sin embargo, realizaremos una subdivisiéon adicional, los métodos de
segmentacion serdn divididos en tres grupos en funcién de los rasgos dominantes que
emplean. Primero Conocimiento global sobre la imagen o sus partes; este conocimiento se
basa principalmente en el histograma de los rasgos, para continuar con la segmentacion
basada en bordes y la segmentacion basada en regiones.

Antes de pasar a estudiar estos modelos de segmentacién, definamos precisamente
que entenderemos por segmentacion. Una segmentacion completa de una imagen R es un

conjunto finito de regiones Ry, ..., R, tales que

R=U,R; RiNR; =10 L F ]

8.3. Segmentaciéon Basada en Umbralizacion

Consideremos el histograma de niveles de gris mostrado en la figura 8.1 correspondiente
a una imagen f(z,y) compuesta de objetos oscuros sobre fondo luminoso, de forma que los
pixeles en los objetos y fondo tienen niveles de gris agrupados en dos modas dominantes.
Una forma obvia de extraer los objetos del fondo es seleccionar un umbral 7" que separe
estas modas. Es decir, escribir
. 1 si f(i,j)>T
9(i,j) = T

0 si f(i,j)<T

Esta ecuacion tiene muchas modificaciones. Una posibilidad es segmentar la imagen en

regiones de pixeles con nivel de gris en un conjunto D y el resto como fondo. También
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podemos utilizar umbrales multiples, lo que produce imagénes no binarias con un conjunto

muy limitado de niveles de gris, el proceso seria

g(Z’]) = 1 si f(Za])eDl
= 2 sif(i,j) € Dy
= 3 si f(Zaj)GDS

= n sif(i,j) € Dn

= 0 enelresto

Este tipo de umbralizacion multinivel es generalmente menos fiable que la umbrali-
zacion en dos regiones. La razén estd en que es dificil establecer multiples umbrales que
aislen regiones correctamente, especialmente cuando hay muchas modas (maximos loca-
les).

Antes de seguir con el andlisis de los métodos de umbralizacién, es importante tener
en cuenta el papel de la iluminacién en la segmentacion, aunque no lo comentaremos aqui,
el lector interesado puede consultar [13].

Es claro que para hacer la segmentaciéon mas robusta, el umbral deberia ser selecciona-
do automaticamente por el sistema. Tanto el conocimiento sobre la escena como el del
problema a resolver y cualquier otro conocimiento deberia ser usado para fijar el umbral.
La informacién de la que podemos disponer puede venir proporcionada por las carac-
teristicas de los objetos, el tamaifio de los mismos, la fraccién de la imagen ocupada por

los objetos y los diferentes tipos de objetos que pueden aparecer en la imagen.

8.3.1. Meétodo P-cuantil

Este método usa conocimiento sobre el area o el tamano del objeto que se desea extraer
para segmentar la imagen. Supongamos que en una aplicacién determinada los objetos
ocupan alrededor del p por ciento del tamafio del drea de la imagen. Utilizando este
conocimiento es posible particionar la imagen de modo que asigne el p por ciento de los
pixeles al objeto.

Es claro que el uso de este método es muy limitado. Sin embargo, en aplicaciones como

preprocesamiento para reconocimiento de caracteres es muy util.
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Figura 8.1: Imagen original y su histograma.
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8.3.2. Método de la Moda

Supongamos que una imagen contiene sélo dos regiones con diferente nivel de gris.
El histograma de tal imagen puede considerarse como un estimador de la densidad de
probabilidad del nivel de gris, p(z). Esta densidad es la suma o mixtura de dos densi-
dades unimodales, una para la regién luminosa y otra para la regién oscura. Ademas,
los parametros de mixtura son proporcionales al drea de cada regién. Si la forma de la
densidad es conocida o se supone conocida, es posible determinar un umbral, en términos
de error minimo que segmente la imagen en las dos regiones.

Veamos el proceso, supongamos que una imagen contiene dos valores combinados con

ruido gausiano aditivo. La funcién de densidad de la mixtura es

p(2) = Pip1(2) + Papa(2)

Donde P; y P, cumplen las condiciones P, + P, = 1 y las distribuciones asociadas a p;(z)
y pa2(2) son N (u;,0?), i = 1,2, respectivamente. Si todos los pardmetros son conocidos,
podemos determinar el umbral ficilmente.

Supongamos que las regiones oscuras corresponden a fondo y las luminosas a objetos.
En este caso, pu; < pe y podremos encontrar un umbral 7" de modo que todos los pixeles
con nivel de gris por debajo de él son considerados puntos de fondo y por encima puntos
de objeto. Tendremos entonces que la probabilidad de clasificar erréneamente un punto

de objeto como de fondo es
T
E\(T)= /_ pa(2)dz

y la probabilidad de clasificar erréneamente un punto de fondo como de objeto es

B(T) = /T ~ pu(2)dz

La probabilidad de error total es

Para encontrar el umbral para el que este valor es minimo derivamos la ecuacién anterior

y tendremos que el umbral debe satisfacer
Pipi(T) — Popa(T) =0
Aplicando este resultado a la distribucién gausiana, tomando logaritmos, tendremos

T — py)®

T — 2
log P, — % — log(01) = log P, — ( 5 — log(02)
207 205
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que produce una ecuacion cuadratica en 7" que hemos de resolver. Si por ejemplo las dos

varianzas son iguales y las notamos o tendremos que

+ 2
it + ’ log(P>/Py)

2 M1 — M2

T

En este caso si las probabilidades iniciales son iguales P; = P,, el umbral éptimo es la
media de las medias.

Es claro que para el andlisis anterior necesitamos conocer los parametros que carac-
terizan a las distribuciones, pardmetros que en muchas ocasiones no son conocidos. Una

posibilidad es usar el error cuadratico medio y minimizar

n

>_[p(zi) — h(z)]*

=1

donde la mixtura de las distribuciones normales se nota p(z), el histograma observado es
h(z) y n es el numero de puntos.

Junto a esta posibilidad de estimacion de los parametros, es también posible disenar
métodos iterativos. Una aproximacién muy simple es la dada por el siguiente algoritmo
para encontrar iterativamente el umbral.

Seleccion Iterativa del Umbral

1. Seleccionar un estimador inicial del umbral 7'. Un buen valor puede ser la media de

la imagen.

2. Realizar la particién de la imagen utilizando este umbral 7', obteniendo asi las

regiones R; y Rs.
3. Calcular las medias de estas particiones, p; y p2, respectivamente.
4. Seleccionar un nuevo umbral T’ = #1742

5. Repetir los pasos 2 a 4 hasta que las medias p1 y po no cambien.

8.3.3. Umbralizacién Adaptativa

Si la iluminacion de la escena es desigual, entonces el método que acabamos de describir
puede no ser apropiado. La iluminacién desigual puede ser debida a sombras o la propia

direccién de la iluminacién. En todos estos casos, el mismo umbral no puede ser usado
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en toda la imagen. Los métodos adaptativos examinan regiones pequeiias de la imagen y
entonces analizan la subimagen para obtener un umbral de sélo esa regién.

Una aproximacion muy simple para segmentar este tipo de imagenes es particionar
la imagen en m X m subimdagenes y seleccionar un umbral para cada subimagen basado
en su subimagen. La segmentacion final de la imagen es la unién de las regiones de sus

subimégenes.

8.3.4. Umbralizacién en Estructuras de Datos Jerarquicas

La idea de la umbralizacién utilizando estructuras de datos jerarquicas esta basada en
los métodos de umbralizacién locales o adaptativos que acabamos de describir. La idea
es detectar la presencia de una regién en una imagen de baja resolucién y dar a la region
mas precision en imdgenes de altas a total resolucién. Algunos métodos trabajan sobre
estructuras de datos piramidales, donde las imagenes de baja resoluciéon se calculan a
partir de las de alta resolucién utilizando promedios de niveles de gris. Los métodos mas
sencillos comienzan en la imagen de menor resolucién (la de nivel mayor en la pirdmide)
aplicando cualquiera de los métodos de segmentaciéon que hemos discutido. El paso si-
guiente produce mejor precisiéon en la segmentacién-los pixeles proximos a las fronteras
son resegmentados en fondo u objeto. Este crecimiento en la precision se repite para cada
par de niveles de la pirdmide hasta llegar al nivel de resolucién total en el que se obtiene
la segmentacién total. Una gran ventaja de este método es la enorme reduccién del nivel
de ruido puesto que las segmentaciones iniciales estan basadas en versiones alisadas de la
imagen.

Otra alternativa es buscar pixeles significativos en la imagen y segmentar la imagen en
regiones de tamano apropiado. La estructura piramidad se usa de nuevo bien con tamafio
2 x 204 x4, en este segundo caso con solapamiento. Un detector de pixeles importantes
se aplica a todos los pixeles de la piramide -este detector se basa en ventanas de tamano
3 x 3 y responde si el pixel central difiere de la mayoria de los pixeles en su entorno. Se
supone entonces que la existencia de pixeles significativos viene dada por la presencia de
regiones diferentes en la imagen con total resoluciéon. La parte de la imagen original que
ha producido este entorno 3 x 3 es entonces umbralizada. El umbral se determina como
la media del nivel de gris del pixel signiticativo (media de la regién) y la media de sus
ocho vecinos (media del fondo).

Aunque en esta seccion hemos discutido las principales aproximaciones a la deteccién
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de fronteras basada en la umbralizacion, existen muchas variaciones que no hemos men-
cionado. El lector interesado puede consultar principalmente los libros [48], [13] y [43].
El articulo [40] es una excelente recopilaciéon de métodos de segmentacién basados en

umbralizacién.

8.3.5. Seleccion del Umbral Basada en Caracteristicas de la Fron-

tera

Uno de los aspectos mas importantes de la selecciéon del umbral es su capacidad para
identificar de una forma consistente los picos del histograma. Esta caracteristica es par-
ticularmente importante para la umbralizacién automatica en aquellas situaciones en las
que las caracteristicas de la imagen pueden cambiar sobre un amplio rango de intensida-
des. Es claro que las posibilidades de seleccionar un buen umbral aumentan si los picos
del histograma son altos, estrechos, simétricos y separados por valles profundos.

Una aproximacién para mejorar la forma del histograma es considerar sélo aquellos
pixeles que son parte de o estdn cerca de la frontera entre objetos y fondo. Aunque las
ventajas de esta aproximacién son obvias, es claro que su principal problema es la hipotesis

implicita de que la frontera entre objetos y fondo es conocida.

8.4. Técnicas de Segmentacion Basadas en Bordes

Histéricamente el primer grupo de métodos de segmentacion, que es todavia hoy muy
importante es el basado en informacién sobre bordes en la imagen. Las técnicas de seg-
mentacién basadas en bordes se basan en los bordes encontrados en la imagen por los
detectores. Los métodos de extraccién de fronteras que hemos estudiado en el tema ante-
rior no pueden ser utilizados como un resultado de segmentacién. Otros pasos posteriores
han de seguir para combinar los bordes en cadenas de bordes (ver las técnicas de relaja-
cién) que corresponden con fronteras de objetos en la imagen. El objetivo final es alcanzar
al menos una segmentacién parcial, es decir, agrupar bordes locales en una imagen donde
solo cadenas de bordes con una correspondencia con objetos en la imagen o partes de la
imagen estdn presentes.

Existen diferentes métodos para la segmentacion basada en bordes que difieren en la
estrategia para la construccion de la frontera, asi como en la cantidad de informacién pre-

via que se incorpora en el método. Es obvio, que a mayor informacién mejor segmentacién.
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Figura 8.2: Problemas con la conectividad.

En este capitulo discutiremos sélo métodos que incorporan muy poca informacién en el
proceso de segmentacion. Métodos mas complejos y también més efectivos son discutidos
en [48].

8.4.1. Extraccion de la Frontera

Las fronteras son bordes unidos que caracterizan la forma de un objeto. Son, por tanto,

utiles para calcular rasgos geométricos como tamaiio u orientacion.

Conectividad

Conceptualmente, las fronteras pueden encontrarse trazando los bordes conectados
(bien sea 4 u 8 conectados). Sin embargo, hay dificultades asociadas con estas definiciones
de conectividad, como muestra la figura 8.2. Si utilizamos la 4-conectividad, los segmentos
1, 2, 3 y 4 serfan clasificados como disjuntos, aunque obviamente parecen formar un anillo.
Bajo la 8-conectividad estos segmentos estarian conectados, pero también lo estaria el
interior con el exterior del anillo. En principio, esto podria resolverse utlizando tipos
de conectividad distinta para los objetos y para el fondo, pero, obviamente hay otros

problemas.
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Figura 8.3: Ejemplo de Seguimiento de vontorno.

Seguimiento del contorno

Como el nombre sugiere, los algoritmos de seguimiento de contorno trazan las fronteras
ordenando los puntos de tipo borde sucesivos. Un algoritmo simple para trazar fronteras

cerradas en imdagenes binarias es el siguiente:

1. Comenzar dentro de la regién A, (por ejemplo, el primer pixel que encontramos de

la regi6n cuando hacemos un rastero por filas),

2. Girar a la izquierda y pasar al pixel siguiente si estamos dentro de la regién A, en

caso contrario girar a la derecha y pasar al pixel siguiente,
3. Continuar hasta que se llegue al punto del que se partio.

La figura 8.3 muestra un ejemplo de como se sigue un contorno. Es interesante observar
que algunos pixeles del contorno aparecen més de una vez. El contorno puede definirse

como los puntos por donde se entra o sale de la regién.
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Figura 8.4: Unién heuristica de bordes

Unién de bordes y bisqueda heuristica en grafos

Una frontera puede ser también vista como un camino que se forma a través de un
grafo construido uniendo los elementos bordes. Las reglas de uniéon dan la forma para
conectar los bordes. Supongamos que un grafo con nodos en las posiciones 3, k = 1,2, ...
se forma desde el nodo A al B, supongamos que tenemos una funcién de evaluacién ¢(zy,)
que da el valor del camino de A a B cuando pasa por el nodo x;. En algoritmos de
busqueda heuristica, examinamos los sucesores del nodo de salida A y seleccionamos el
que maximiza ¢(.). El nodo seleccionado se convierte ahora en el nodo de salida y se
repite el proceso hasta que alcanzamos B. La sucesién de nodos seleccionada constituye

la frontera. Observemos que el algoritmo no produce un éptimo global.

Veamos con un ejemplo estas ideas. Consideremos una matriz de tamano 3 x 5 cuya
magnitud de gradiente y direccién de contorno tangencial se muestran en la figura 8.4. Un
pixel X se considera unido a Y si las correspondientes direcciones de contorno forman un
dngulo menor de 90° (ver figura 8.4). Supongamos que la funcién de mérito que utilizamos
#(z) el la suma de los gradientes hasta llegar a . Observemos que con este modelo, nuestro

camino éptimo seria ADEF B, sin embargo el éptimo global es ACDEF B (ver figura 8.4).
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Figura 8.5: (a) Linea recta y (b) su transformada de Hough

8.4.2. Transformada de Hough

En esta seccién consideraremos la union de puntos examinando si estdn o no en una
curva de una forma especifica. Este método es obviamente una forma de considerar rela-
ciones globales entre pixeles.

Supongamos que para n puntos de una imagen queremos encontrar subconjuntos de
ellos que estan sobre una linea recta. Una linea recta (ver figura 8.1a) a distancia s y con

orientacion 6 puede representarse mediante
s = xcosb + ysenf (8.1)

La transformada de Hough [19] de esta linea es un punto en el plano (s, ), esto es, todos
los puntos de esta linea se aplican en un tnico punto (ver figura 8.1b). Este hecho puede
usarse para detectar lineas rectas dado un conjunto de puntos frontera.

Supongamos que tenemos los puntos frontera (z;.y;),i = 1,2,...,n. Para algunos
valores cuantificados de los pardmetros s y 6 aplicaremos cada (z;, y;) en el espacio (s, 6)
y contaremos C'(s,#), el numero de puntos frontera que se aplican en una determinada

localizacién (s, #), es decir, haremos
C(Sk, 0;) = C(Sk, 6;) + 1,sis, = x;cos6; + y;senb;

Entonces los maximos locales de C(s,#) proporcionan los diferentes segmentos de

lineas rectas que pasan a través de un borde dado. Esta busqueda bidimensional puede
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reducirse a una busqueda unidimensional si el gradiente #; en cada punto frontera se
conoce. Teniendo en cuenta que derivando la ecuacién de la recta dada en Eq. 8.5 se tiene
que

dy

m
Ty = —cotgh = tg(§ +0)

es obvion que sélo necesitamos evaluar el angulo ¢ = 5 + 6;.

Aunque el énfasis en esta subseccion ha sido la aplicacion de la transformada de Hough
sobre lineas rectas, ésta es aplicable a funciones de la forma g(v,c¢) = 0 donde v es un
vector de coordenadas y ¢ es un vector de coeficientes. Por ejemplo, los puntos que estan

en la circunferencia
(z—a)’+y—c)=q

pueden ser también detectados utilizando la aproximacion anterior. El problema ahora es

que tenemos més pardmetros (tres en este caso) para localizar.

8.5. Segmentacién Orientada a Regiones

El objeto de los métodos de sementacién descritos en la seccién anterior fue encon-
trar bordes entre regiones. Los métodos que examinaremos ahora construyen las regiones
directamente.

Las regiones resultantes de los procesos de segmentacién que ahora examinaremos
deberan ser homogéneas y maximales, donde maximal significa que los criterios de homo-
geneidad no se cumpliran tras la uniéon de una regién con alguna de sus adyacentes.

El criterio méas simple de homogeneidad utiliza el nivel de gris medio de la regién,

algunas propiedades simples o un vector de medias para imagenes multibanda.

8.5.1. Unién de Regiones

El método mas natural para el crecimiento de las regiones es comenzar consideran-
do cada pixel de la imagen como una regién, obviamente en este caso cada regién es
homogénea, pero no necesariamente cumple el criterio de ser las regiones maximales, el
proceso habra de repetirse hasta que las regiones sean maximales. En algoritmo, el método

seria:

1. Definir una segmentacion inicial que cumpla el criterio de homogeneidad,



8.5. SEGMENTACION ORIENTADA A REGIONES 173

OIN|O|—=| O
el = =
Ol | ~3| ot | o] ov
||| oo | O
clo |||
o |o|To|T|T
o |o|To|T|T
o |o|To|T|T

|||
|||
|||
|||
|||
VR = < I A <Y
VR = < I A <Y

(a) (b) ()
Figura 8.6: Ejemplo de crecimiento de regiones a partir de puntos semilla.

2. Definir un criterio para unir regiones adyacentes,

3. Unir las regiones adyacentes si cumplen el criterio de unién. Parar cuando no puedan

unirse dos regiones sin rompre el criterio de homogeneidad.

La implementacién mas simple de este algoritmo empieza la unién de regiones comen-
zando la segmentacién con regiones 2 X 2, 4 x 4 u 8 x 8. Las descripcions de las regiones se
basan entonces en propiedades estadisticas de los niveles de gris, como por ejemplo en el
histograma, la descripcién de una regién se compara con la de otra adyacente, si coinciden
se unen las regiones y se computa el nuevo descriptor de la regién. En caso contrario las
regiones se marcan como que no se pueden unir. El proceso continua.

En general podria decirse que lo mas importante es seleccionar el criterio para realizar

la unién. Algunos criterios de tipo heuristico son

1. Unir dos regiones R; y R; si w/P,, > 6; donde P,, = min(P;, P;) P; y P; son los
perimetros de R; y R; y W es el numero de localizaciones de fronteras débiles,

(pixeles que a ambos lados tienen una diferencia menor que un cierto umbral)

8.5.2. Uniodn de regiones por agregacion de pixeles

Como es obvio el crecimiento de regiones es un procedimiento que agrupa pixeles o
subregiones en regiones mayores. La forma mas sencilla de este proceso es la llamada
agregacion de pixeles que comienza con un conjunto de pixeles semilla y a partir de
ellos hace crecer la region anadiendo a dichos pixeles semilla aquellos vecinos que tienen

propiedades similares (nivel de gris, color, textura).
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Para ilustrar ese procedimiento consideremos la figura 8.6, donde los nimeros dentro
de las celdillas representan niveles de gris. Sean los puntos de coordenadas (3,2) y (3,4)
las semillas que consideraremos. Si utilizamos estos dos puntos semilla tendremos una
segmentacidn que consiste en dos regiones a lo méas: una regién R; asociada con la semilla
(3,2) y otra Ry asociada con (3,4). La propiedad P que utilizaremos para incluir un pixel
en una regién es que la diferencia en valor absoluto entre los niveles de gris del pixel y la
semilla sea menor que un umbral 7. Cualquier pixel que cumpla la propiedad dada con
relacién a los dos pixeles es asignado arbitrariamente a una de las regiones. La figura 8.6b
muestra el resultado para 7' = 3. Las dos regiones segmentadas se notan a y b. Con 7' = 8
tendriamos una tnica segmentacién como se muestra en la figura 8.6c.

Obviamente el método descrito presenta algunos inconvenientes como la seleccién de la
semilla inicial y la del criterio de similaridad. Un problema adicional es la determinacién
de un criterio de parada. No sélo se deberia tener en cuenta en el criterio de parada el

nivel de gris, conceptos como forma, tamano, etcétera son también importantes.

8.5.3. Separacion y Unién de Regiones

El procedimiento que acabamos de describir hace crecer las regiones a partir de un
conjunto de puntos semilla. Una alternativa es subdividir una imagen inicialmente en un
conjunto de regiones disjuntas y luego unirlas o separarlas en un intento de que todas

ellas:
1. cubran la imagen completa,
2. cada una de ellas esté conectada,
3. sus intersecciones dos a dos sea el conjunto vacio,
4. que algun predicado se homogeneidad sea verdadero en casa regién y

5. que la unién de dos cualesquiera de ellas no cumpla algin predicado de homogenei-
dad.

Sea R la imagen entera y seleccionemos un predicado de homogeneidad P. Supuesto
que tenemos una imagen cuadrada una aproximacion para segmentar R es subdividir la
imagen sucesivamente en cuadrantes menores, de forma que tendremos que para cada

regién R;, P(R;) = V. Esto es, si P(R) = F, dividiremos el cuadrante en subcuadrantes
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Figura 8.7: Ejemplo de quad-tree

y repetimos el proceso con los subcuadrantes obtenidos. Esta técnica de divisiéon puede
representarse muy bien a través de los llamados quad-trees, esto es, un arbol en el que
cada nodo tiene cuatro descendientes (ver figura 8.7). Observemos que la raiz del del arbol
corresponde a la imagen original y que cada nodo es una subdivisién. En este caso, sélo
R, se dividié mas.

Si sélo realizamos procesos de separacién podriamos terminar con regiones idénticas
que fueran adyacentes pero no identificadas como una misma region. Este inconveniente
puede resolverse si ademas de la separacién le permitimos la unién. La idea es unir aho-
ra regiones adyacentes cuyos pixeles combinados satisfagan el predicada P, esto es dos
regiones adyacentes R; y R}, son unidas cuando y sélo cuando P(R; URy) = V.

La discusién anterior puede resumirse en el procedimiento siguiente
1. Dividir en cuatro regiones disjuntas cualquier regién R; para la que P(R;) = F,
2. Unir cualesquiera dos regiones adyacentes R; y Ry, para las que P(R; URy) =V,
3. Parar cuando no sea posible realizar mas uniones o divisiones.

La figura 8.8 ilustra el algoritmo de divisiéon y unién. La imagen consiste en un objeto
unico con fondo, con nivel de gris constante en el fondo como en el objeto. El predicado
utilizado es P(R;) = V si todos los pixeles en la regién R; tienen la misma intensidad.
Como P(R) = F para la imagen completa, la dividimos como muestra la figura 8.8a. En
el paso siguiente, s6lo la regién en la zona superior izquierda cumple el predicado y por

tanto no es cambiada. Las otras tres si lo son, ver figura 8.8b. En este momento podemos
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realizar un proceso de unién que no puede llevarse a cabo con los dos subcuadrantes que
contienen la parte baja del objeto. La figura 8.8c muestra el resultado de la operacion
de particién y unién. En este punto todas las regiones satisfacen P y la unién de las
regiones obtenidad por la tltima divisiéon produce el resultado final que se muestra en la
figura 8.8(d).

8.6. Ejercicios
1. Implementar la técnica de umbralizacion para segmentacién de regiones.
2. Implementar una técnica de extraccién de bordes de una region a partir de la region.
3. Implementar un proceso de segmentacion de regiones a partir de pixeles semilla.

4. Opcional: Implementar el método de unién y separacién iterativa para la segmen-

tacién de regiones.
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Figura 8.8: Proceso de separacién y unién usando quad-trees.
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Capitulo 9

Transformada de Hough

9.1. Motivacion.

Si disponemos de la forma de las regiones o de los objetos de una imagen, la seg-
mentacién se puede considerar como el problema de localizar dichos objetos. Ejemplos
clasicos son la busqueda en aplicaciones industriales de objetos circulares, o la bisqueda
de objetos de formas especificas en iméagenes de satélite.

La clave del éxito en estos métodos es la union de la informacién de los puntos de
discontinuidad de la imagen con el conocimiento a priori que se tiene sobre la forma a
localizar.

El hablar de la localizaciéon de objetos puede indicar que nuestro objetivo serd la
localizacién de una curva cerrada que delimita la frontera de una regién en la imagen. Sin
embargo, nuestro objetivo serd mas general ya que intentaremos extraer aquellas curvas,
de forma conocida, que determinan la separacién entre objetos.

Un método muy eficaz para resolver dicho problema es la Transformada de Hough,
que se comporta con una gran robustez incluso sobre iméagenes con graves problemas de

solapamiento y ruido.

9.1.1. Problema.

El problema que queremos resolver consiste en disenar un algoritmo para la localizacién

de curvas en una imagen. Para ello, disponemos de:

» Una imagen I de niveles de gris y de dimensiones N x N. A partir de ella, podemos

179
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aplicar un algoritmo de extraccién de discontinuidades dando lugar a un conjunto

de m puntos frontera

Pr ={(z,y)/ (z,y) frontera en I} (9.1)

Este conjunto de puntos, que serd el que usemos como entrada al algoritmo, nos
informa sobre los lugares més probables por donde puede pasar una curva que separa
dos objetos o regiones de la imagen. Asi, nosotros los denominaremos el conjunto

de evidencias.

Un modelo de la curva o familia de curvas que queremos localizar. Este conjunto de
curvas vendrd descrito en forma de una expresion analitica. La expresion general de

una expresion analitica podemos escribirla como

f(z,v)=0 (9.2)

donde v = (aq, - - -, a,) es el vector de pardmetros de la curva, que corresponde a un

punto del espacio de pardametros.

Como ejemplos, podemos considerar la rectas, circulos, elipses, etc. La extraccion
de este tipo de curvas serda de gran utilidad para ciertas aplicaciones en las que la
localizacion de estas caracteristicas en la imagen puede servir como entrada para

etapas posteriores del procesamiento!.

Obviamente, para mucha aplicaciones, las curvas que determinan los bordes de objetos

no pueden expresarse (al menos de una forma simple) de forma analitica. A pesar de ello,

serd posible obtener una generalizacién de la Transformada de Hough para estos casos.

9.1.2. Soluciones simples.

Algunas soluciones simples y a la vez de dificil aplicacién en la practica debido espe-

cialmente a problemas de eficiencia son por ejemplo:

!Estas etapas posteriores podrian incluso corresponder a la aplicacién de la transformada de Hough

usando caracteristicas de mds alto nivel seméntico que los puntos de frontera(véase Suchendra [3])
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1. Supongamos que queremos localizar las rectas que aparecen en la imagen y que el
nimero de puntos frontera obtenidos es n, es decir, Cardinal(Pr) = n. Una posible
solucién es determinar una recta por cada par de puntos obtenidos y calcular los

puntos que caen “cerca’ de ella. Este algoritmo implicaria el calculo de @

lineas
y para cada una de ellas del orden de n comprobaciones (para cada uno de los puntos
restantes). En definitiva resultarfa un algoritmo de eficiencia O(n?), la cual resulta

demasiado alta para la mayoria de las aplicaciones.

2. Supongamos que queremos localizar un circulo de radio r en la imagen. Podemos
construir una maéscara de tamafo 2r X 2r que contenga un 1 en cada uno de los
puntos que corresponden al circulo y un 0 en el resto. Una posible solucion es
“pasear” la mdscara por la imagen y calcular la correlaciéon. Los valores mas altos
en el resultado indicaran posibles localizaciones del circulo. Desafortunadamente,
este algoritmo sélo es posible aplicarlo para una determinada mdascara (una séla
curva). El plantearlo para una familia de curvas implicaria realizar una operacién
de correlacion para cada uno de los elementos de C, lo que conllevaria a un algoritmo

demasiado ineficiente.

Por supuesto, estos dos algoritmos simples, se han particularizado para los casos de
las rectas y los circulos, aunque pueden ser generalizados para otras curvas, dando lugar

a resultados igualmente poco satisfactorios.

9.1.3. Objetivo.

Como se puede observar, en las soluciones simples que acabamos de exponer, nuestra
intencion ha sido la de evaluar qué nimero de puntos de la imagen frontera, evidencian
un determinado punto del espacio de pardmetros. Como resultado del algoritmo, daremos
el punto de este espacio con un mayor valor.

Nuestro objetivo serd encontrar un método que a partir de la informaciéon de puntos
frontera, obtenga un valor de acumulacién de evidencias (votos) para cada posible tupla de
valores del espacio de parametros. La solucién que buscamos vendra dada por el maximo
obtenido.

En la figura 9.1 podemos ver de forma grafica esta idea, considerando los casos con-

cretos de rectas y circulos. En la parte izquierda aparecen dos imagenes, que evidencian
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la existencia de una recta y un circulo, respectivamente. En la parte de la derecha se re-

presentan sus respectivos espacios de pardmetros, m-c para rectas y (a,b,r) para circulos.

IMAGEN PARAMETROS

1---® Solucion

RECTAS
o

TRANSFORMACION

CIRCULOS

Figura 9.1: Motivacién de la transformada de Hough.

Nuestro objetivo es determinar un algoritmo que en un tiempo razonable nos permita
transformar, la informacién sobre localizacién de fronteras, al espacio de votaciones sobre
los parametros.

A continuacién presentamos una solucién a este problema, la transformada de Hough.
La idea intuitiva que podemos tener en cuenta y que es base de la transformada de Hough
es:

Recorreremos todos los puntos frontera, y para cada uno de ellos, acumularemos un
voto en aquellas posiciones del espacio de parametros que correspondan a una curva que

pasa por dicho punto frontera.

9.2. Transformada de Hough.

Como hemos visto en los ejemplos simples del apartado anterior, la localizacién directa
en el espacio de la imagen del conjunto de puntos que determina la localizacién de la

curva en dicha imagen no es simple. Este problema se puede reformular a través de la
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Transformada de Hough, la cual establece un método por el que se transforma el conjunto
de evidencias que aparece en el espacio de la imagen al espacio de los parametros. De esta
manera, el problema de localizar un conjunto de puntos dispersos en el primer espacio
se traduce en determinar un tnico punto en el segundo. Veamos a continuacién cémo se

puede llevar a cabo dicha transformacion para distintas familias de curvas.

9.2.1. Deteccion de lineas.

Las fronteras en forma de lineas rectas son muy comunes en muchas aplicaciones de
vision artificial. Considérese por ejemplo la gran cantidad de componentes industriales
con lineas rectas, o la gran cantidad de lineas que aparecen en nuestro entorno (edificios,
habitaciones, muebles, etc.). Por este motivo, la deteccién de este tipo de fronteras ha
sido de especial importancia en muchos problemas.

La robustez y eficacia de la transformada de Hough la ha convertido practicamente en
el método maés utilizado para la deteccién de estas lineas rectas desde que Hough, en 1962,
patentara el dispositivo electronico para detectar los caminos que seguian las particulas
de alta energia (Hough[42]).

Ecuacion explicita: espacio m-c.

La formulacién inicial del método que se propone se realizé sobre el espacio (m, ¢) que

corresponde a la pendiente y el desplazamiento de la recta

y=mzx+c (9.3)

Como se ha indicado anteriormente, nuestro objetivo serd realizar una transformacién
de las evidencias del espacio de la imagen (espacio x-y) al espacio de la rectas (espacio
m-c). El concepto bdsico que se utiliza para la deteccién de lineas en la transformada de
Hough es la dualidad punto-linea.

Por supuesto, un sélo punto en el espacio m-c corresponde, como sabemos, a una recta
en el espacio x-y. Por otro lado, un punto en el espacio x-y se puede definir con el punto
donde cortan las infinitas lineas (para todos los valores de m) que pasan a través de él.
Para un punto (z,,¥,), las rectas que pasan a través de él son las rectas que cumplen
Yo = M, + ¢, es decir, los puntos (m,c) que corresponden a la recta ¢ = —mz, + y, del

espacio m-c.
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Si consideramos un conjunto de m puntos alineados Py, sélo existe una recta y =
moT + co que pasa a través de todos ellos. Por lo tanto, si dibujamos las n rectas del
espacio m-c que corresponden a cada uno de los puntos obtendremos que todas ellas

tienen en comin el punto (my, ¢p).

y C

X
Espacio x-y Espacio m-c

X mg m
Espacio x-y Espacio m-c

Figura 9.2: Dualidad punto-linea.

En la figura 9.2 podemos observar graficamente esta dualidad. Vemos como el haz
de lineas que pasa en un punto del espacio x-y corresponde a una linea del espacio m-c.
De igual forma, vemos en la parte inferior como tres puntos alineados del espacio x-y
corresponden a tres lineas que se cortan en un punto comun, es decir, los puntos en una
misma linea y = myx + ¢o corresponden a un haz de lineas en el espacio m-c sobre el
punto (mg, ¢o).

Esta situacién nos sugiere un método para detectar lineas a partir de un conjunto de
puntos Pr. Para ello, interpretamos el espacio m-c como un espacio de votacién, es decir,

en el que para cada punto se acumulard un valor entero correspondiente al nimero de
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votos que indican la presencia de esa recta en la imagen. Para calcular el nimero de votos
en cada posicion, hacemos que para cada punto de P; se incremente en uno todos los
puntos que corresponden a la recta del espacio m-c (parte inferior de la figura 9.2).
Como resultado de este algoritmo, en cada punto (m,c) obtenemos un nimero de
votos igual al nimero de puntos situados sobre la recta y = ma + ¢. Es decir, la bisqueda
de un conjunto de puntos alineados en el espacio x-y se convierte en la busqueda de un
punto con un alto valor de acumulacién en el espacio m-c (parte superior de la figura 9.2).
Obviamente, el algoritmo se aplica a un conjunto de puntos P; que corresponden a
pixeles en la imagen I. Este algoritmo transforma estos puntos al espacio de parametros
A que resulta de una discretizacion del espacio continuo m-c. Para llevar a cabo esta

discretizacién, serd necesario establecer:

= Un rango de valores validos para cada uno de los parametros del espacio. En el caso

de las rectas tendremos que determinar los intervalos

[mminammaw] Yy [Cminacmaw] (94)

= Un incremento o precisiéon en cada pardmetro. En el caso de las rectas tendremos

que determinar los valores Am y Ac

Estos valores dan lugar a un espacio de parametros A de dimensiones

Mmaz — Mmin Cmaz — Cmin
X M = [ e T ) ((Zmex  Tmin g 9.5
n n < A + ) ( Ac + ) (9.5)

tal como muestra la figura 9.3, de forma que la posicién A[m,c] contiene el nimero de
votos de la recta con pardmetros (m, c).

El algoritmo seria:

Algoritmo de deteccién de rectas (espacio m-c)
1. Obtener Py, el conjunto de puntos que marcan discontinuidades en 1.
2. Inicializar el acumulador A[m,c] a cero.
3. Para todo (z,y) € P; hacer

a) Para m = my;, hasta m = my,,, hacer
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min max

min

max

Figura 9.3: Discretizacién del espacio m-c.

1) ¢=—xm + y (redondeando al valor mds cercano de la discretizacion)

2) A[m,c] = Alm,]+1

4. Los méaximos del acumulador A[m,c| corresponden a los puntos frontera que se

encuentran alineados en la imagen 1.

Un ejemplo de la aplicacién de este método se presenta en la figura 9.4. En esta figura

podemos ver:

» Espacio de la imagen y mejor soluciéon. Aqui se representan los cuatro puntos
(A, B,C, D) de entrada al algoritmo. Como se puede observar, la mejor solucién

es la recta que pasa por los puntos {B, C, D}.

= Puntos y rectas correspondientes. Considerando el haz de rectas que pasa por cada
uno de los puntos, se puede representar la recta que corresponde a ese haz en el
espacio de los pardmetros. Aqui se muestran los puntos en el espacio de la imagen

y su recta correspondiente en el de pardmetros.

= Espacio de pardmetros. Aqui mostramos la representacion grafica en el espacio con-
tinuo m-c de las cuatro rectas que se han obtenido. Se ve claramente que el punto
(—1,4) se cruzan 3 rectas y por tanto estos valores corresponderan a la pendiente y

desplazamiento de la recta de mejor solucién.
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» Finalmente representamos una matriz que corresponde a la discretizacién del espacio
m-c, es decir, al acumulador usado en el algoritmo. En este hemos tomado como
valores de m los del rango [—1, 3] con saltos de 0,5 y como valores de ¢ los del rango
[0, 4] con saltos igualmente de valores 0,5. Se ha representado un circulo negro por

cada voto. Como podemos ver, se han obtenido un méximo en la casilla (—1,4)

. D A Puntos Rectas
3 4 ° °
™ X Y | c=xmiy
2 - \‘\ c Al 4 3 c=-4m+3
: B| 4| 0| c=4m+0
1 - Cl 2| 2| c=2m+2
B D| 1 3 | c=1m+3
| | | ‘e
1 2 3 4 X
Espacio de laimagen y mejor solucion Puntos'y rectas correspondientes
c
4
oe\® \d
4 1y
3 ¥l [o
35 el °
o ele
3 olv
0\ [ ®
1\ 25 ol [ele
oo} o
2 o [ol'e
{ m hd . *
4 3 2 1 2 3 4 15 . o0
° o \\e
L : o[ | |os
o | ks
2 D o5 . olu
o[ | e
c 0 YEEODN
-3 ) e
1 -05 0 05 1 15 2 25 3
] A
B
Espacio de pardmetros Espacio de parametros discretizado

Figura 9.4: Transformada de Hough usando el espacio m-c.

Fuentes de error en la Transformada de Hough.

Aunque desde un punto de vista teérico hemos podido observar la eficacia del método

de la transformada de Hough, desde un punto de vista practico, tendremos que tener
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especial cuidado en su implementacion debido a diferentes fuentes de error. Podemos

distinguir las siguientes:

1.  Votacion uniforme en el espacio de parametros. Consideremos el algoritmo expuesto
en el apartado anterior y el ejemplo de la figura 9.4. En el algoritmo recorremos el
rango del parametro m para obtener los valores correspondientes a ¢ y realizar la
votacion. Una primera implementacién de este método podria llevarnos a recorrer
cada uno de los valores de m representado en el acumulador y para cada uno de ellos
obtener el punto de votacion. Si observamos el espacio de parametros discretizado
de la figura vemos que esto nos llevaria a un grave error ya que algunas de las
rectas? discretizadas no podria representarse de forma apropiada. El resultado seria
una recta “a saltos” pues para un valor concreto de m le corresponden varios de c.
Esto puede provocar errores debido a que no se ha votado en algunos puntos validos
del espacio de parametros y puede llevarnos a eliminar votos de la posicién donde

deberiamos obtener el méximo que buscamos.

La solucién a este problema es una correcta representacién de la curva en el espacio
de pardmetros. Esta se puede obtener aplicando algoritmos de dibujo de curvas
en un espacio discreto, tales como los usados en informatica grafica. Asi, el bucle
interior del algoritmo presentado deberia reescribirse de acuerdo a alguno de ellos.
Por ejemplo, usar el algoritmo de Bresenham para obtener los puntos de la recta

¢ = —mx + y en el espacio discreto A[m, c].

2. Discretizacion del espacio de parametros. Como podemos observar en la figura 9.4,
Existen tres puntos destacados en el espacio continuo m-c, correspondientes a un
corte de 3 rectas y dos de 2 rectas. Sin embargo, en el espacio de parametros discre-
tizado existen mas de tres. Este error se debe a la gruesa discretizacién que se ha
llevado a cabo. Si los pardmetros no se muestrean suficientemente, en algunas celdas

podremos acumular votos que nos lleven erréneamente a la detecciéon de méaximos.

Podemos plantear una solucién mediante el aumento de la precisién del espacio de
pardmetros a cambio de recursos en tiempo y espacio. Efectivamente, esta solucién
provocaria una mayor dispersion de votos en varias casillas evitando la acumulacién

excesiva que comentamos. Sin embargo, debemos tener en cuenta que

2Las rectas que generarian problemas serian aquellas cuya pendiente fuese mayor que 1 0 menor que
-1
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= Existe un error de discretizacién en el espacio de pardmetros. Consideremos
por ejemplo, que los pardmetros de la curva a localizar corresponden a un
valor intermedio a dos celdas. Debido a la aproximacién de las curvas tedricas
cuando las dibujamos podemos obtener una distribuciéon de votos en varias
casillas distintas. Esta situacién dificultaria la obtencién de un maximo en ese
punto. Notese que esta dispersién de votos puede aumentarse si incrementamos

la precision del muestreo de los pardametros.

» Exite un error de discretizacion en el espacio de la imagen. La situacién de la
figura 9.4 es ideal en el sentido de que los tres puntos alineados estdn situados
exactamente en la misma recta. Ademads, esta recta se representa justo en una
celda del espacio de parametros. En la practica, el conjunto de puntos de la
imagen se obtendra probablemente tras la aplicacion de un detector de fronteras
que unido a los errores de discretizaciéon dard lugar a un conjunto de puntos
lejos de ser ideal. Este ruido en los datos de entrada provoca igualmente una
dispersién de los votos que se ve incrementada si aumentamos la precision del

muestreo del espacio de pardmetros.

En definitiva, los errores de discretizacién nos llevan por un lado a una acumulacion

excesiva de votos y, por otro, a una dispersion de éstos.

En la practica, la discretizacién del espacio de parametros se realiza hasta un nivel
de precision suficientemente alto como para evitar la acumulacién excesiva de votos
y obtener una cota de error aceptable para la aplicaciéon. La localizacién de los
maximos puede verse afectada por la dispersion de mdzimos, por lo que dicha fase
se acompaia de algin procedimiento de postprocesado del espacio de pardametros
como un alisado. Finalmente, se obtienen como solucién los puntos de valores altos
que corresponden a maximos locales (dado un maximo, se eliminan como candidatos

los puntos de su entorno).

3. FExpresion analitica de la curva a localizar. Para una misma curva, podemos esco-
ger entre varias expresiones analiticas para representarla. Obviamente, esta eleccién
afecta directamente a la forma y significado del espacio de pardmetros. Dos carac-
teristicas deseables para dichos parametros son que estén acotados y que tengan una

precisiéon uniforme a lo largo de los distintos valores de rotacién de la curva.

Si volvemos sobre el ejemplo de la figura 9.4, vemos que en el espacio de pardmetros
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continuo se observan otros dos cortes en los que sélo intervienen dos rectas. Estos
corresponden a las rectas A, D y A,C. Es interesante destacar que no aparece la
recta A, B ya que esta tendria que estar representada en un valor de pendiente
infinita. Este es un ejemplo claro en el que el rango de valores de m no estd acotado

(la recta A, B no es representable) y la precisién no es uniforme.

Este problema sobre la representacion que se ha usado nos lleva a realizar una nueva
propuesta, en la que podremos representar facilmente cualquier recta de la imagen

en un espacio de parametros acotado.

Ecuacién “normal”: espacio 6 — p

Hemos podido ver la forma en que podriamos aplicar la transformada de Hough usando
el espacio m-c. En este apartado vamos a plantear una nueva representacién para obtener
un espacio de parametros mas adecuado para la deteccion de rectas.

En primer lugar podriamos proponer una segunda representacion basada en el espacio
m-c que nos evitara el problema del rango no acotado. Esta solucién consiste en establecer
dos conjuntos de puntos, aquellos que tienen pendientes (en valor absoluto) menores que
1 y los que tienen mayores o iguales a 1. Para poder representar los valores altos en este

segundo caso, la ecuacion 9.3 se reemplaza por

r=my+¢ (9.6)
donde
B 1

y por tanto los valores de la pendiente vuelven a estar acotados en el rango [—1,0, 1,0].
Sin embargo, no vamos a adoptar esta solucién sino la propuesta por Duda y Hart [9]

en la que se propone usar la ecuacién “normal” definida sobre los pardmetros (6, p)

p=acost+ysinf (9.8)

En la figura 9.5 se puede observar la interpretaciéon de los pardmetros de la recta y
la discretizacién del plano 8 — p en celdas. Como se puede observar, p es la distancia del
origen a la recta (distancia del origen al punto mas cercano) y € corresponde al dngulo

formado por la recta, que une el origen con el punto mas cercano, y el eje de abcisas.
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min max

P min

X pmax

Figura 9.5: Representaciéon “normal” de la recta y discretizacion del espacio 6, p.

En el caso anterior (espacio m-c), un haz de lineas en el espacio de la imagen se
convertia en una linea en el espacio de los pardmetros. En esta formulaciéon, un haz de

lineas se transforma en una curva senoidal.

c= —mxy + Yo Si usamos el espacio m — ¢

(w0, 40) = { (9.9)

p=xgcosb + ypsinf Siusamos el espacio 6 — p

En la figura 9.6 se muestra un ejemplo de la transformada de Hough para localizar
las rectas usando el espacio 6 — p. En la parte superior izquierda se han representado los
cinco puntos de entrada al algoritmo. En la parte superior derecha se han pintado con
trazo discontinuo las dos rectas principales, es decir, las que acumulan mds votos (en este
ejemplo simple, sélo tres votos). En la parte inferior se muestra el espacio de pardmetros.

Como se puede observar, aparecen dos puntos destacados (marcados con dos circulos
y las letras A, B), correspondientes a las rectas A y B que se pretendian buscar. En cada
uno de estos puntos se cruzan tres curvas que provienen de cada uno de los puntos que
pertenecen a cada recta. Las dos curvas principales por tanto son las correspondientes a

pardmetros (179, %), es decir,

179 = V1272 + 1272 = z cos % + ysz’n% (9.10)

y la de parametros (0, 3%), es decir,

3 3
Ozazcoszﬁ+ysinz7r (9.11)
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Por otro lado hemos marcado con circulos de menor radio otros cruces de las curvas,
en este caso de sélo dos de ellas. Estos puntos coinciden con las cuatro rectas de dos
votos que pueden obtenerse de los datos de entrada (dos verticales y dos horizontales).
Es de destacar que los puntos marcados en (0,0) y (m,0) se refieren a la misma recta
asi como los puntos (0,254) y (m, —254). Né6tese que este efecto se debe a la forma en que

los parametros p y € cambian en los limites 0 y .

9.2.2. Ejemplos.
Ejemplo 1: 4 lineas.

En primer lugar vamos a estudiar un ejemplo muy simple. Es el caso de una imagen en
la que sélo aparecen 4 lineas rectas. El ejemplo se muestra en la figura 9.7. Como podemos
ver, en la parte izquierda se muestra una imagen de tamano 200 x 200 con cuatro lineas
numeradas. En la parte derecha se muestra el espacio de parametros correspondiente,
donde se ha sefnalizado la localizacién de los 4 méximos de cada una de las rectas de
entrada. También se puede observar un posible maximo (no sefializado) en coordenadas
(m, —100) que corresponde a la recta nimero 1 y que es consecuencia de la “continuidad

reflejada” del espacio de pardmetros (corresponde al méaximo (0, 100)).

Ejemplo 2: imagen de una casa.

El segundo ejemplo (figura 9.8) corresponde a la imagen de una casa. En este caso, se
han localizado las fronteras de la imagen original, sobre las que se ha aplicado el algoritmo
de deteccion de lineas con la condicién de que aparezca cualquier lineas que acumule mas

de 10 puntos. Las imagenes que se muestran son:

A .- Imagen original de dimensiones 256 x 256 con 256 niveles de gris.
B.- Fronteras obtenidas desde la imagen A.

C.- Espacio de parametros resultante de la imagen B.

D.- Lineas detectadas.

E.- Segmentos de linea originales detectados sobre la imagen D.

F.- Segmentos de linea determinados por la existencia de puntos frontera de la imagen
B.
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Ejemplo 3: imagen ruidosa.

En este dltimo ejemplo (figura 9.9), se muestra el resultado a partir de una imagen
que contiene 6 lineas y que ha sido contaminada por un 10 % de ruido. Las imagenes que

se muestran son:

A .- Imagen original de 6 lineas con ruido.
B.- Espacio de parametros obtenido desde la imagen A.
C.- Seis primeras lineas que se han obtenido desde el espacio de pardmetros B.

D.- Recuperacion de segmentos desde las imagenes A y C. El algoritmo aplicado sigue
la linea obtenida y dibuja todos los segmentos de linea continuos que tengan una

longitud minima.

Como se ha indicado, la condicién de extraccién de maximos para este caso ha sido que
hemos establecido a priori que queriamos obtener 6 lineas. Obviamente, en una aplicacion
real, es dificil establecer una condicién general que sea vélida para todas las entradas.
Notese que en la imagen ruidosa pueden existir un gran nimero de rectas que, conteniendo
un nuimero suficiente de puntos, sélo estén compuestas por ruido y por tanto no sean
validas al no tener continuidad.

En la practica se puede establecer un nimero minimo de puntos para obtener una
respuesta positiva en la deteccién de la linea, y posteriormente aplicar algin algoritmo
de extraccion de los puntos que componen el segmento en la imagen de fronteras para
confirmar su existencia (los resultados de esta extraccién se muestran en la figura 9.8-F
y figura 9.9-D).

9.2.3. Generalizacion a una curva cualquiera.

Es sencillo llevar a cabo una generalizacién del algoritmo que se ha presentado para

curvas generales definidas por una expresion analitica de la forma

f(z,y,v) =0 (9.12)

donde v = (vy,-- -, v,) es el vector de pardmetros de la curva y (z,y) es un punto en

el espacio de la imagen.
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Al igual que en el caso de la deteccién de lineas, tendremos que definir un acumula-
dor A que resulte de la discretizacién del espacio continuo de los parametros. Para ello

serd necesario

= Discretizar el espacio p-dimensional de pardmetros de la curva, determinando valores

minimos, maximos e incrementos para cada parametro V;

Vi,min» Vi,maz, Avi (913)

dando lugar a un conjunto discreto de ny, valores para el pardmetro i-ésimo.

» Definir el espacio discreto p-dimensional A[Vj, - - -, V,] de dimensiones ny, x - - - xny, .
Ademds, supongamos una ecuacién V, = F(Vy,---,V,_1,z,y) que relaciona el punto
frontera (z,y) con la curva de pardmetros (Vi,---,V)) a partir de la ecuacién (9.12).

Asi, la generalizacion del algoritmo presentado en la pagina 185 seria:

Algoritmo de deteccion de curvas con expresién analitica

1. Obtener Py, el conjunto de puntos que marcan discontinuidades en la imagen original
I.

2. Se inicializa el acumulador A a cero.
3. Para todo (z,y) € P; hacer

a) Para toda tupla (Vi,---,V,_1) del acumulador hacer
1) ‘/p:F(Vvlv"'vv;Jflaxvy)
2) AV, V=AW, V41

4. Los méaximos del acumulador A[Vj,---,V},] corresponden a las curvas en la imagen
I.

Sin embargo, en la practica puede ser mas interesante usar una representaciéon pa-
ramétrica de la curva que facilite el calculo de las posiciones a incrementar en el acumula-
dor. Ademas, estas representaciones pueden facilitar el uso de algoritmos de informética
grafica para asegurar la votacién uniforme y mejorar la eficiencia (véase la seccién 9.2.1

en la pagina 188).
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Para ello, se definen dos funciones introduciendo una variable independiente ¢

Vp:fl(Vl,---,Vp,%x,y,t) (914)
‘/;7_1 :f2(‘/1a"'a‘/;)—2axayat) (915)

para valores de t en el rango [0, 27].

Una vez que se han fijado los valores de (Vi,--+,V,—2,2,y), (Vp, Vp—1) es un plano
2-dimensional y las ecuaciones (9.14) y (9.15) definen una curva que se puede dibujar en
dicho plano usando algoritmos de informdtica grafica (optimizados por los investigadores
en este campo).

Es interesante destacar la eleccién de los pardmetros (V}, Vj,—1) como el desplazamiento
de la curva en el plano x-y. En este caso, la precision en estos parametros podemos relacio-
narla directamente con la de la imagen y podemos establecer (AV),, AV, ;) = (Az, Ay).

Si renombramos estos dos pardmetros como (a,b) y reformulamos las ecuaciones de la

curva como

(flf,y) - (aab) + (fw(vvlv o '7‘/12727t)7fy(‘/17 T '7‘/;)727t)) 0 S t S 2m (916)

podemos proponer el siguiente algoritmo

Algoritmo de deteccién de curvas (paramétrica)

1. Obtener Py, el conjunto de puntos que marcan discontinuidades en la imagen original
I.

2. Se inicializa el acumulador A a cero.
3. Para todo (z,y) € Py hacer

a) Para toda tupla (V4,---,V,_2) del acumulador hacer

1) Para todo t tal que 0 < ¢t < 27 hacer
o' a= Cuantizar(x — fu(Vi, -, Vp_a,t))
b" b= Cuantizar(y — f,(V1, -, Vp_2,1))
¢ AWVi, - Vpa,a,b) = AV, -+, Voo, a,b] + 1

4. Los méaximos del acumulador A[Vj,---,V,| corresponden a las curvas en la imagen
I.
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Si estudiamos detenidamente los pasos que realiza el bucle més interno, nos podemos

dar cuenta de que no es mas que el dibujo de la curva

(_fav(vvlv o '7‘/;)72775)7 _fy(vvlv T '7‘/12727t)) 0 S t S 27 (917)

centrada en el punto (z,y), en el plano A[Vy,- -, V,_s].

Deteccion de circulos.

En este apartado vamos a ver como la transformada de Hough para lineas puede
formularse para la detecciéon de circulos en una imagen siguiendo la generalizaciéon que
acabamos de exponer.

La ecuacion no paramétrica de la curva a localizar se puede escribir como

flz,y,a,b,r)=(x—a)*+ (y—b)>—r*=0 (9.18)

donde (a,b) determina el centro del circulo (el rango de valores de este punto central
puede ser cualquier valor (z,y) de la imagen) y r es el radio del circulo (en un rango
[1,n,]).

Como vemos, el espacio de parametros es ahora 3-dimensional y por tanto serd nece-
sario definir un acumulador de la forma Ala, b, 7] de dimensiones N x N X n,.

Esta ecuacion puede reescribirse para obtener un parametro en funcién de los demas

de la siguiente forma

r= +\/(x —a)?+ (y —b)? (9.19)

Por lo tanto, el algoritmo queda definitivamente como

Algoritmo de deteccién de circulos (no paramétrica)

1. Obtener Py, el conjunto de puntos que marcan discontinuidades en la imagen original
I.

2. Paratodo (a,b,r) tal que a € {0,---,N—-1},b€ {0,---,N—1},r € {1,---,n, —1}

hacer

a) Ala,br|=0
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3. Para todo (z,y) € P; hacer

a) Para todo (a,b) tal que a € {0,---,N —1},b€ {0,---, N — 1} hacer
1) r= C’uantizar(+\/(x —a)?+ (y—0)?)
2) Ala,b,r] = Ala,b,r] +1

4. Los maximos del acumulador A[a, b, 7] corresponden a las curvas en la imagen I.

Sin embargo, también podemos usar las ecuaciones paramétricas de la curva. En este

caso, el circulo puede expresarse como

a=1x—rcost (9.20)
b=y —rsent (9.21)

para valores de t en el rango [0, 27].
Por tanto podemos construir un algoritmo usando estas expresiones. Este se podria

escribir como

Algoritmo de deteccién de circulos (paramétrica)

1. Obtener Py, el conjunto de puntos que marcan discontinuidades en la imagen original
I.

2. Paratodo (a,b,r) tal que a € {0,--- , N—1},b€ {0,---,N—1},r € {1,---,n, —1}

hacer
a) Ala,br]=0
3. Para todo (z,y) € Py hacer

a) Para todo (r,t) tal que r € {1,---,n, —1},¢t € {0,---, 27} hacer
1) a = Cuantizar(x —rcost)

2) b= Cuantizar(y — r sent)
3) Ala,b,r] = Ala,b,r] +1

4. Los maximos del acumulador A[a, b, 7] corresponden a las curvas en la imagen I.
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Noétese que el bucle interno no es mas que el dibujo de los puntos de una circunferencia
con centro en (z,y) y radio r en el plano (a,b). Por tanto podremos usar un algoritmo de
dibujo rédpido para localizar las celdas que tienen que modificarse.

Un ejemplo de la aplicacién del algoritmo a una imagen con 6 puntos se muestra en
la figura 9.10. En esta figura se muestran los 6 circulos a localizar, la circunferencia con
mayor acumulacién de votos (centro (100,100) y radio 50), y finalmente el espacio de
pardmetros con valores de desplazamiento del centro en el rango [0,200] y valores de radio
{40,50,60}. Se puede observar como el maximo del espacio de pardmetros se encuentra
en la posicién (a,b,r) = (100, 100, 50).

Deteccion de elipses.

Para representar una elipse, podemos utilizar los pardmetros (a, b, ¢, d, 6), donde (a, b)
indica el centro de la elipse, c es el semieje mayor, y d es el semieje menor. En la figura 9.11
se muestra graficamente el significado de estos parametros.

La ecuacion paramétrica en forma matricial que podemos usar para construir el algo-

(a) (ac) (0039 —sen9><c O><cost>
— _ (9.22)
b Y senf  cosf 0 d sent

donde, de igual forma que en el caso del circulo, hemos escrito los dos parametros de

ritmo es

desplazamiento en funcién del resto y ¢ toma valores en el rango [0, 27]|. Esta ecuacién

nos da lugar al siguiente algoritmo

Algoritmo de deteccién de elipses

1. Obtener Py, el conjunto de puntos que marcan discontinuidades en la imagen original
I.

2. Para todo (a,b,c,d,0) del espacio paramétrico discretizado hacer
a) Ala,b,e,d, 0] =0
3. Para todo (z,y) € Py hacer

a) Para todo (c,d,0,t) hacer

1) a= Cuantizar(z — (ccosfcost — d senf sent))
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2) b= Cuantizar(y — (csenfcost + dcos B sent))
3) Ala,b,c,d 0] = Ala,b,c,d, 0] + 1

4. Los méximos del acumulador Ala,b, ¢, d, 8] corresponden a las elipses en la imagen
1.

Notese de nuevo, que el bucle interior corresponde al dibujo de una elipse de centro
(z,y), semieje mayor ¢, semieje menor d y dngulo de inclinacién 6. Por tanto, los célculos
que hay que realizar no son necesarios si sustituimos este bucle por un algoritmo de dibujo

de elipses en el plano (a,b) para cada tupla de valores (¢, d, #) considerada.

Generalizacién a una curva dibujada.

Hasta ahora hemos estudiado la aplicacién de la transformada de Hough para curvas
con expresion analitica. En este apartado vamos a considerar el problema de buscar un
objeto que no tiene una forma analitica simple, sino un determinado contorno?.

Consideremos una curva C' en el plano. Podemos seleccionar un punto de referencia en
el plano (a,b) (por ejemplo, el centroide) para definir la siguiente ecuacién paramétrica

de la curva:

(z,y) = (a,0) + (fo(t), fy(t)) 0 <t <2m (9.23)

La aplicacién del algoritmo a la expresién de la curva de la ecuacién (9.23) es directa. Si
definimos un acumulador A[a, b] para todos los posibles desplazamientos con una precisiéon

igual a la de la imagen, el algoritmo quedaria:

Algoritmo de desplazamiento de una curva cualquiera

1. Obtener Py, el conjunto de puntos que marcan discontinuidades en la imagen original
I.

2. Se inicializa el acumulador A a cero.
3. Para todo (z,y) € Py hacer

a) Para todo t tal que 0 < ¢ < 27 hacer

3Nétese que vamos a hablar de curvas cerradas por su relacién con el contorno de un objeto aunque

el algoritmo serd valido igualmente para cualquier otra curva.



200 CAPITULO 9. TRANSFORMADA DE HOUGH

1) a = Cuantizar(z — f(t))
2) b= Cuantizar(y — fy,(t))
3) Ala,b] = Ala,b] +1

4. Los maximos del acumulador A[a, b] corresponden a las curvas en la imagen I.

Si estudiamos la operacion que se lleva a cabo el bucle mas interior, veremos que sélo
se trata del dibujo de una curva centrada en el punto (z, y) sobre el plano A. Esta curva es
(—fz(t), = fy(t)), exactamente la misma que la de la ecuacién 9.23 reflejada con respecto
a su punto central o de referencia, como era de esperar. Notese que s6lo hemos reescrito
el algoritmo que habfamos propuesto anteriormente usando la ecuacién (9.23). De hecho,
para los casos de circulo y elipse que hemos estudiado, se coment6 que el bucle interior
correspondia al dibujo de la circunferencia o elipse correspondiente aunque sin referirnos
a la necesidad de reflejarlo con respecto al punto central ya que el resultado era la misma
curva.

Supongamos que disponemos de una curva C dibujada sobre una imagen. Es posible,

por tanto, proponer el siguiente algoritmo:
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Algoritmo de desplazamiento de una curva dibujada

1. Obtener Py, el conjunto de puntos que marcan discontinuidades en la imagen original
I.

2. Se inicializa el acumulador A a cero.
3. Para todo (z,y) € P; hacer
a) Dibujar C reflejada sobre (x,y) en el plano A

4. Los maximos del acumulador A[a, b] corresponden a las curvas en la imagen I.

En la figura 9.12 se presenta un ejemplo de aplicacién de este algoritmo. En la parte
superior izquierda tenemos la curva a localizar, a la que se le ha anadido una cruz con
linea discontinua indicando el punto de refencia que hemos escogido. En la parte superior
derecha, se presentan los puntos que serdn entrada al algoritmo junto con la curva sobre
ellos para sefialar la posicién (100,100) como la mejor localizacién. En la parte inferior
derecha se muestra la curva reflejada con respecto a su punto de referencia, es decir, la
que dibujaremos centrada en cada uno de los puntos de evidencia. Finalmente, en la parte
inferior derecha se muestra el espacio de parametros resultante, en el que se puede ver
como el conjunto de curvas coinciden en sefalar el punto (100, 100) como solucién. En este

punto se encontrard el valor maximo (11) y serd la solucién final, como era de esperar.

Introducciéon de escala y rotacion.

En la practica, la localizacién de una curva cualquiera no suele aparecer simplificada a
la determinacién de los pardmetros de desplazamiento (a, b) sino que puede venir afectada
por una transformacion de escala y rotacion.

La introduccién de estos dos parametros en los calculos es trivial ya que sélo tenemos
que considerar la forma en que se incluian un nimero variable de parametros en las
secciones anteriores. Definamos el espacio de pardmetros Ale, r, a, b] de pardmetros escala,
rotacién desplazamiento en x y desplazamiento en y. Si disponemos de una curva C
dibujada sobre una imagen, el algoritmo para su localizacién teniendo en cuenta escala y

rotacion es:

Algoritmo de escala, rotaciéon y desplazamiento de una curva
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1. Obtener Py, el conjunto de puntos que marcan discontinuidades en la imagen original
I.

2. Se inicializa el acumulador A a cero.
3. Para todo (z,y) € Py hacer

a) Para todo (e, r) hacer

1) Dibujar C escalada con e, rotada r y reflejada sobre (x,y) en el plano Ale, r|

4. Los maximos del acumulador Ale, r, a, b] corresponden a las curvas en la imagen I.

Por supuesto, la introduccién de nuevos parametros de transformacion de la curva se

tendra en cuenta introduciendo cambios similares.

9.2.4. Ejemplos.

En la figura 9.13 se incluyen tres ejemplos de la generalizacién de la transformada de
Hough:

1. Ejemplo de deteccion de circulos: la imagen de la izquierda corresponde a las fron-
teras extraidas. A continuacién se presenta el espacio de pardmetros para un radio

fijo y finalmente la solucién obtenida sobre la imagen original.

2. Ejemplo de deteccién de una curva dibujada: Se presenta la forma dibujada a loca-
lizar (izquierda) y el contorno (punteado) sobre una imagen aérea en la que se ha

localizado.

3. Una imagen de células, donde se aplica la transformada de Hough para la deteccion
de elipses. La imagen original se presenta en la imagen izquierda mientras que las

elipses correspondientes se presentan en la parte derecha.

9.3. Eficiencia de la Transformada de Hough

9.3.1. Correlacion vs. Transformada de Hough

En la segunda de las soluciones que hemos visto en el primer apartado del tema

(soluciones simples a la localizacién de curvas) proponiamos calcular la correlacién de
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cada una de las curvas con la imagen y escoger los puntos de méaximo para obtener las
localizaciones mas probables. Si analizamos detenidamente la transformada de Hough,
podemos observar que realmente estamos proponiendo un algoritmo para realizar dicho
calculo de forma mas eficiente.

Como hemos podido ver en los diversos algoritmos que hemos estudiado, la forma en
que se realiza la transformacién al espacio de parametros es mediante la acumulacion de
evidencias. En cada punto de este espacio, que corresponde a una curva C' del espacio
de la imagen, aparecera el numero de puntos frontera que se sitian en dicha curva. Por
tanto, el numero de evidencias que se tendra en una localizacion coincide con el resultado
de la correlacién de la curva en esa localizacién.

Como indicdbamos, el uso de la operacién de correlacién sobre todas las posibles
curvas requeriria una cantidad de tiempo demasiado alta. ;Cudl es el valor anadido de la
transformada de Hough?

Para una determinada localizacion de la curva, el conjunto de operaciones a realizar
para obtener el valor de correlacion consiste en la multiplicacién punto a punto de los
valores de la méscara por los correspondientes de la imagen. Ahora bien, La mayoria de
los puntos de la mascara son cero, al igual que ocurre para la mayoria de los puntos
de la imagen. Por tanto, sélo un pequeno porcentaje de las operaciones que se llevan a
cabo son realmente ttiles en el sentido de que afectan al valor o conjunto de votos de
esa posicion. La eficacia de la transformada de Hough surge del hecho de que considera
sOlo estas operaciones, es decir, recorre cada uno de los puntos frontera y cada uno de los
puntos que forman la curva de manera que en cada paso realiza una de las operaciones

validas, es decir, que provocan un incremento de un voto en el resultado.

9.3.2. Requisitos de espacio y tiempo.

Uno de los grandes inconvenientes que hacen dificil la utilizacién de la transformada
de Hough en la practica es la gran cantidad de espacio y tiempo que requiere.

Los recursos en espacio vienen directamente determinados por el tamano del acu-
mulador que se utiliza. Dado que se utiliza una matriz p-dimensional A[Vy,---,V,] de

dimensiones ny, X --- X ny, (véase seccién 9.2.3), los requisitos de espacio serdn

O(?’LV1 X X ’I’LV})) (924)

Estos recursos creceran de forma exponencial con el nimero de pardmetros que inclu-
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yamos.
Por otro lado, si analizamos el algoritmo para deteccién de curvas con expresién analiti-
ca de la seccion 9.2.3, podemos ver que el algoritmo consta basicamente de dos partes:
votacion y extraccién de maximos.
Con respecto a la votacién, para cada punto frontera de la imagen se deben recorrer
todos los valores de Vi,---,V,_1 y para cada uno de ellos se realiza una operacién de

votacion de eficiencia O(1). Por tanto, si tenemos n puntos frontera, la eficiencia serd de

O(n X ny, X -+ Xny,_,) (9.25)

que también crece de forma exponencial con el nimero de pardmetros que incluyamos.
Notese que usar las ecuaciones paramétricas nos permite elimitar uno de estos parametros
pero a cambio tenemos que incluir el pardmetro ¢ que se mueve en el intervalo [0, 27]. En

este caso, si el nimero de muestras de este intervalo es n; la eficiciencia sera

O(n X ny, X =+ X ny,_, X ng) (9.26)

Con respecto a la extraccién de maximos, necesitaremos estudiar el espacio de parame-
tros para extraer los puntos de mayor acumulaciéon de votos. Aunque en principio esta
operacion podria simplemente un recorrido por todas sus posiciones y la correspondiente
comprobacion, en la practica necesita de algunas operaciones méas. Esto se debe princi-
palmente a los problemas de discretizaciéon y errores en el calculo de fronteras que afectan
directamente a la concentracion y dispersién de votos. Asi, la obtencion de maximos se
realiza primero con alguna operacién de alisado que haga al algoritmo mas robusto a
estos problemas, y segundo con la extraccién propiamente dicha. Una vez seleccionado un
punto es conveniente eliminar el maximo junto con los valores vecinos para seleccionar el
siguiente.

Por lo tanto, la eficiencia en esta fase vendra afectada por las dimensiones del acumu-
lador y por los métodos de postprocesado que se consideren. Por ejemplo, si realizamos
un alisado con un filtro de 3P elementos en el dominio espacial, la eficiencia del alisado

serd

O(3P x ny, X -+ X ny,) (9.27)

En definitiva, el tiempo requerido para esta fase dependerd también de forma expo-

nencial del numero de pardmetros.
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Resumiendo, los factores que afectan directamente a la eficiencia del algoritmo son:

» El nimero de parametros.
» El ntmero de muestras de cada parametro.

= El ntmero de puntos frontera obtenidos.

A fin de aliviar estos requerimientos y hacer mas recomendable la utilizacién de la
transformada de Hough, se han propuesto multitud de modificaciones y algoritmos en la

literatura. En la siguiente seccién vamos a ver un método para mejorar la eficiencia.

9.3.3. Mejora de eficiencia: Uso del gradiente.

Hasta ahora sélo se ha usado como evidencia la situaciéon de los puntos frontera en el
espacio de la imagen. Una informacién que hemos obviado y que resulta muy interesante
al mejorar la eficiencia de los algoritmos es el uso del gradiente.

Cuando se procesa un punto frontera, se realiza una votacién en todas aquellas posi-
ciones del espacio de parametros que puedieran dar lugar a una curva que pasa por ese
punto. Si tenemos en cuenta la direccién del gradiente, dado un punto y una direccion,
s6lo votaremos en las posiciones que dan lugar a una curva que pasa por ese punto y
ademas tienen ese mismo gradiente.

Desde otro punto de vista, la localizacién de un punto da lugar a una condicién (ecua-
cién) que nos fija un pardmetro a partir de los demds. El incluir el gradiente permite tener
en cuenta una nueva condicién por lo que podremos fijar dos pardmetros a partir de lo
demas. En términos de eficiencia el uso de esta informacién implica, por tanto, disminuir

en uno las dimensiones a tener en cuenta durante la votacion.

Gradiente aplicado a la deteccion de lineas rectas.

El algoritmo de votacién para la deteccién de lineas rectas necesitaba recorrer todos
los valores de 6 y para cada uno de ellos, calcular p para acumular un voto. Dado que
podemos considerar que la direcciéon del gradiente es perpendicular a la recta que busca-
mos, si calculamos el dngulo que forma el vector gradiente y el eje de abcisas, obtenemos
directamente el pardmetro 6 de dicha recta. Este valor se puede usar en la ecuacién (9.8)

y obtener directamente el valor de p.
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El algoritmo quedaria

Algoritmo de deteccién de rectas usando gradiente

1. Obtener Py, el conjunto de puntos que marcan discontinuidades en 1.
2. Inicializar el acumulador A[f, p] a cero.
3. Para todo (z,y) € Py hacer

a) 0= Angulo(grad,(z,y), grad,(z,y))
b) p==xcosf+ysinb
c) Alf,p]=Alf,p] +1

4. Los méximos del acumulador A[f, p| corresponden a los puntos frontera que se en-

cuentran alineados en la imagen I.

Por lo tanto sélo es necesario un voto por cada punto frontera.

Gradiente aplicado a la deteccién de circulos.

Para realizar la votacién en la deteccion de circulos, para cada punto frontera recorre-
mos todos los valores del radio y todos los valores del pardmetro ¢ que recorre la curva. Al
anadir el gradiente, y por tanto una condicién mas, s6lo necesitamos recorrer los distintos
valores del radio y determinar para cada uno de ellos el centro del circulo correspondiente?.

El algoritmo por tanto quedaria como sigue:

Algoritmo de deteccion de circulos usando gradiente

1. Obtener Py, el conjunto de puntos que marcan discontinuidades en la imagen original
I.

2. Paratodo (a,b,r) tal que a € {0,---, N—1},b€ {0,---,N—1},r € {1,---,n, —1}

hacer

a) Ala,br|=0

“Nétese que aqui usamos no sélo la direccién sino también el sentido del gradiente. Si el sentido no
nos determina la posicién del objeto tendriamos que votar en dos posiciones distintas
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3. Para todo (z,y) € P; hacer

a) Para todo (r) tal que r € {1,---,n, — 1} hacer
1
2
3
4

)t = Angulo(grad,(z,y), grady,(z,y))
) a=z—rcost

) b=y —rsent

) Ala,b,r] = Ala,b,r] +1

4. Los maximos del acumulador A[a, b, 7] corresponden a las curvas en la imagen I.

Gradiente aplicado a la deteccion de una curva cualquiera.

Como se ha indicado anteriormente, podemos construir un algoritmo para localizar
una curva de p parametros usando las ecuaciones paramétricas. Este algoritmo nos per-
mitia definir directamente la forma en que podiamos localizar una curva dibujada pues
béasicamente el bucle interior sélo tenia que dibujar la curva (véase la seccién 9.2.3, pagi-
na 199).

El uso del gradiente afecta a este algoritmo eliminando la necesidad de dibujar la curva
completa. Cuando no se tenia informaciéon de gradiente, hacia falta recorrer cualquier
punto de la curva ya que la evidencia podria corresponder a cualquiera de esos puntos.
Ahora el gradiente determina que la evidencia sélo puede corresponder a aquellos puntos
de la curva cuya tangente sea perpendicular a ese gradiente. Por tanto, el bucle interno
que dibujaba la curva, ahora sélo tendrd que representar esos puntos compatibles. Por
ejemplo, en el caso de un circulo, para un radio determinado, un punto y su gradiente
determinan una tnica circunferencia (como se ha visto en la seccién anterior).

Para una curva cualquiera (considérese por ejemplo la de la figura 9.12) la inclusién
del gradiente se puede realizar mediante la inclusién de una R — tabla®. La idea consiste
en la particion del conjunto de puntos de la curva clasificindolos segin su gradiente o la
tangente al contorno. Cada uno de estos conjuntos serd una entrada en la R — tabla, y
para cada una de estas entradas se almacenan un conjunto de valores (r, @) que indican

la correspondiente localizacién del punto de referencia.

5El algoritmo propuesto por Ballard inicialmente como la Transformada de Hough Generalizada des-
cribia el algoritmo en términos de esta R-tabla y contenia los pasos que se describen en esta seccién.
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La forma de la R — tabla se muestra en la tabla 9.1. Si localizamos un punto frontera
con una tangente de valor ¢;, esta tabla nos lleva al conjunto de puntos que hay que
votar, es decir, al primer punto de radio 7} y direccién «}, al segundo punto de radio r?

y direccién o?, hasta el dltimo punto n;.

¢ | — (7'%7 a%) (T’%, O‘%) U (7{”7 O‘?I)

¢z | — (Téva%) (T’%,O&%) U (7’32,0432)

s | = | (r3,03) | (r3,03) | -~ | (r3®,a5?)
—

O | = | (rpon) | (g o) | --- | (k" ")

Cuadro 9.1: R-Tabla

En la figura 9.14 se muestra graficamente el sentido de estos valores. Se puede observar
como dos puntos de la curva tienen una misma tangente ¢ y sus dos parejas de valores
(r;, ;) que indican la posicién del centro.

En una aplicacién que busque esta curva, si localizamos un punto que correponda a
una tangente ¢, tendremos que votar en dos posiciones de desplazamiento, que podran ser
localizadas con esas dos parejas de valores. El algoritmo para obtener el desplazamiento

se muestra a continuacién:

Algoritmo de desplazamiento de una curva dibujada

1. Obtener Py, el conjunto de puntos que marcan discontinuidades en la imagen original
I.

2. Se inicializa el acumulador A a cero.
3. Para todo (z,y) € Py hacer

a) Determinar el valor ¢ de tangente en el punto (z,y)
b) Para todo valor (7, «) de la entrada ¢ de la R-Tabla hacer

1) a=z+rcosa
2) b=y+rsena
3) Ala,b] = Ala,b] +1

4. Los maximos del acumulador A[a, b] corresponden a las curvas en la imagen I.
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Noétese en este algoritmo como la nueva aportacion es que el bucle interior no dibu-
ja toda la curva, sino que utiliza la particion determinada por la R-tabla para dibujar

unicamente aquellos puntos que tienen una pendiente determinada.

Errores en el gradiente.

El uso de la informacién de gradiente para determinar un subconjunto de posiciones
en donde votar puede llevarnos a resultados incorrectos si no tenemos en cuenta el posible
error en la estimacion de la direccion. Un pequeiio error en el valor del angulo puede
implicar un desplazamiento en la posiciéon del voto de varios pixeles con respecto a la
posicion buscada.

Consideremos el caso de la estimacion de € para aplicarla a la ecuacién normal de la

recta:

p=uxcosb+ysinb (9.28)

Si el dngulo es cercano a 7/2 y el valor de x es muy alto o el d4ngulo es cercano a 0 y
el valor de y es alto, el error en la estimacién de p puede ser del orden de varias unidades.

Si consideramos por otro lado el caso del circulo, si el radio es suficientemente gran-
de, un error pequeno en la estimacion del dngulo del gradiente puede desplazar varias
posiciones el centro del circulo.

En la figura 9.15 se muestran graficamente estas dos situaciones.

Por lo tanto, si el error en el calculo del gradiente puede ser bastante alto, tendremos
que evitar el desplazamiento que sufren los votos. En la practica, la solucién a este pro-
blema puede ser el votar no sélo en el angulo detectado sino en un entorno de éste. Por
ejemplo, para evitar el problema en la deteccién del circulo, no sélo se vota en el centro

(a,b) sino en un pequefio arco centrado en ese punto.

9.4. Ejercicios.

9.4.1. Transformada de Hough para localizar lineas rectas.

Implementar el algoritmo de localizacién de lineas rectas usando la parametrizacién

p — 0. Las entradas del programa seran:
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= Una imagen de niveles de gris.
= Un método de extraccién de maximos. Se proponen dos posibilidades:

e Especificar el nimero de rectas a extraer.

e Indicar el minimo nimero de votos para obtener una recta.

Como salidas debera tener:

» Imagen de fronteras utilizada.
» Imagen con las rectas dibujadas.

= Imagen de niveles de gris correspondiente al espacio de parametros.

9.4.2. Uso del médulo del gradiente.

A lo largo del tema se ha estudiado el uso de un conjunto de puntos frontera para
obtener el resultado de la transformada de Hough. A esta informacién se le ha afiadido la
direccién del gradiente para mejorar la eficiencia del algoritmo. Considerar la posibilidad
de usar el moédulo del gradiente en la transformada. ;Qué ventajas podrian obtenerse?.

Comentar los cambios que habria que realizar para incluir esta informacién en el algoritmo.

9.4.3. Deteccion de segmentos.

La localizacién de rectas en una imagen sufre del problema de que pueden obtenerse
segmentos de recta muy distantes en localizacién aunque de la misma recta. Disefiar un

algoritmo para deteccién de segmentos en una imagen.

9.4.4. Union de fronteras.

Disefiar e implementar un algoritmo para la unién de fronteras por medio de la trans-

formada de Hough.



9.4. EJERCICIOS. 211

9.4.5. Uso del gradiente en la deteccién de una curva cualquiera
con rotaciones.
En la seccién 9.3.3 se ha comentado el uso del gradiente para la deteccién de una curva

cualquiera y se ha propuesto un algoritmo para obtener el desplazamiento. Comente y

disefie el algoritmo de deteccién usando ademds escala y rotacién (véase seccién 9.2.3).
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Figura 9.6: Transformada de Hough usando el espacio 8 — p.
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Figura 9.7: Ejemplo sencillo de 4 lineas rectas.



214 CAPITULO 9. TRANSFORMADA DE HOUGH

© 0

Figura 9.8: Deteccién de lineas de una imagen real.
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Figura 9.9: Deteccién de lineas en una imagen ruidosa.
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y y
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Figura 9.10: Transformada de Hough para la localizacién de circulos.
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Figura 9.11: Parametrizaciéon de una elipse.
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y
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Figura 9.12: Transformada de Hough para la localizacién de una curva cualquiera.
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(c) Deteccion de elipses

Figura 9.13: Ejemplos de generalizacién.
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//wq)//\q) \\‘\\ o g

Figura 9.14: Geometria de la R-Tabla en la Transformada de Hough Generalizada.

A6

centro desplazado

Ap (@.b) R
(Error en lavotacion) A
(a,b) centro rea

Figura 9.15: Errores en el gradiente.



Capitulo 10

Representacion y Descripcion de

Fronteras y Regiones

10.1. Introduccion

Una vez que una imagen ha sido segmentada en regiones por los métodos discutidos
en los temas anteriores, es necesario representar y describir dichos pixeles de forma que

puedan ser procesados posteriormente. Podria decirse que existen dos opciones:
1. Representar una region en funcién de su frontera,
2. realizar la representacién en funcién de sus caracteristicas internas.

Una vez elegida la representaciéon hemos de buscar una forma de describirla. Por
ejemplo, nos podemos decidir por una representacion basada en la frontera y describir la

frontera mediante su longitud, el nimero de concavidades que tiene, etc.

Podria decirse que la representaciéon basada en la frontera se utiliza mas cuando el
énfasis es en la forma. La representacion basada en la regién se usa mas cuando se buscan
propiedades como color y textura. En cualquier caso, los rasgos que hemos de seleccio-
nar como descriptores deberian ser insensibles a cambios como variaciones de tamaio,

traslaciones, rotaciones, etc. Las referencias bésicas de este tema son [13, 21, 48]

221
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1 2
3 | 1
2 0 4 _ =~ 0
5 l 7
3 6
@ (b)

Figura 10.1: Direcciones utilizadas para codificar una frontera
10.2. Representaciones de la Frontera

10.2.1. Cadenas de cédigos

Las cadenas de cédigos se utilizan para representar fronteras mediante una sucesion
conectada de segmentos de lineas rectas de una longitud y direcciéon dada. Normalmente
esta representacion se basa en la 4- u 8- conectividad. La direccién de cada segemento se
codifica mediante un esquema de numeracién como los que se muestran en la figura 10.1.

La figura 10.2 muestra un ejemplo de representacién de una frontera utilizando cadenas
de codigos. Obviamente, la cadena de cg’digos depende del punto de partida y es necesaria
su normalizacién para una futura comparacién. Esta normalizacién se puede alcanzar (ver
[39] para detalles).

10.2.2. Aproximaciones Poligonales

Una frontera digital puede ser aproximada mediante un poligono. Si la curva es cerrada,

la aproximacion es exacta cuando el nimero de segmentos en el poligono coincide con el
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A A
1] dl olo o | o 7 ololo
1 3 3 7
1 3 3 6
1 3 3
1 3 3 5
2| 2| 2] 2 4lals

A 0000333323222211110 A 000766554432221

@ (b) ©

Figura 10.2: Codificaciones de una frontera. (a) Frontera, (b) 4-conectividad, (c) 8-

conectividad.

numero de puntos en la frontera, de forma que cada par de puntos adyacentes define
un segmento del poligono. En la practica el objetivo de una aproximacién poligonal es
capturar la esencia de la forma de la frontera con el menor nimero posible de segmentos
poligonales. El problema no es trivial y puede necesitar una enorme potencia de calculo.
Sin embargo, varias técnicas de aproximacion poligonal son al mismo tiempo simples y
medianamente buenas.

Una aproximacion frecuentemente utilizada subdivide un segmento sucesivamente en
dos partes hasta que se cumpla un determinado criterio. Por ejemplo, una exigencia podria
ser que la distancia perpendicular méaxima desde un segmento de frontera a la linea que une
sus dos puntos finales no exceda un umbral dado. Si excede el umbral, el punto més alejado
se convierte en vértice y divide el segmento en dos subsegmentos. Esta aproximacién tiene
la ventaja de que busca puntos de inflexién prominentes. Para una frontera cerrada, los
puntos de comienzo mejores son los dos mas alejados. El proceso se ilustra con un ejemplo

en la figura 10.3.

10.2.3. Signatura

Una signatura es una representacién funcional 1 — D de una frontera y puede ser ge-

nerada de varias formas. La mas sencilla es dibujar la distancia desde el centroide a la
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Figura 10.3: Representando una frontera por aproximaciones poligonales.

frontera en funcién del angulo, como se ve en la figura 10.4. Independientemente de como
sea generada la signatura el objetivo es reducir la frontera a una representaciéon unidimen-

sional, que en principio serd mas facil de describir que la frontera original bidimensional.

El proceso descrito para generar la signatura es invariante por traslaciones pero no es
invariante con relacién a la escala y rotacién. Para conseguir la normalizacién por rotacion
la idea puede ser comenzar siempre por el mismo punto para generar la signatura. El
punto puede ser el de distancia maxima al centroide. Para la normalizacién con relacion
a la escala la idea puede ser llevar todos los valores al intervalo [0, 1]. Sin embargo, este
escalado utilizando el minimo y el maximo puede generar problemas debido, por ejemplo,
al ruido. Una alternativa es realizar el escalado localmente teniendo en cuenta la varianza

de la parte de la frontera donde nos encontremos.

La representaciéon distanciadngulo es sélo una de las posibilidades. Podemos utilizar,
entre otros la funciéon de densidad de la pendiente como signatura. Puesto que un his-
tograma es una medida de concentracién de valores, la densidad de la frontera responde
fuertemente a secciones de la frontera con dngulos tangentes constantes (segmentos rec-
tos o casi rectos) y tiene minimos, normalmente, en secciones con angulos que varian

rapidamente.
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/2 b4 3n/2 2n /2 T 3n/2 2n

Figura 10.4: Signatura de dos fronteras distintas.
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10.3. Representaciones de las regiones

La forma de un objeto puede representarse directamente por la regién que ocupa. Por

ejemplo, la matriz binaria

1 si(m,n)eR

u(m,n) = .
0 en caso contrario

es una representacién de la regiéon R. Obviamente la representacién por fronteras es mds

eficiente que este procedimiento.

10.3.1. Cddigos de Longitud Variable

Cualquier regiéon o imagen binaria puede ser vista como una sucesién en la que se
alternan hileras de Os y 1s. Los cddigos de longitud variable representan estas hileras.
Para una imagen que es escaneada por filas hasta llegar a la regién de interés, el cédigo
consiste en la direccién de comienzo de cada hilera seguida del nimero de 1s o Os que la

integran. Un ejemplo se encuentra en la figura 10.5

10.3.2. Quad-trees

En este método, la region dada se incluye en un area rectangular conveniente. Este
area es dividido en cuatro cuadrantes y se examina cada uno de ellos para ver si todos sus
pixeles pertenenecen a la misma regién o no. Si tiene pertenecientes y no pertenecientes
a la regién, se sigue subdividiendo. Una estructura de &rbol se genera hasta que cada
subcuadrante s6lo contiene pixeles de un tipo. Supongamos que utilizamos el 1 para la
region y el 0 para la no region, entonces el arbol puede codificarse de forma tnica como
una hilera de 0s, 1s y ¢gs para denotar no region, regién y subdivision necesaria, ver figura
10.6.

Es claro que esta representacion estd mas comprimida que si utilizamos cédigos de
longitud variable, sin embargo, el calculo de descriptores como perimetro, area, etc, es

mas complejo.

10.3.3. Proyecciones

Una forma bidimensional o regién R puede ser representada también por sus proyec-

ciones. Una proyeccién g(s, #) es simplemente la suma de las longitudes de las hileras a lo
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Codigo
° (LY 1,(13)2
1 (2,0) 4
2 (3.1) 2

(a) Imagen binaria

Figura 10.5: Codificaciones de una regién. (a) Imagen binaria y su codificacién.
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S

4 3 2 1

Codigo: g b gbwwb w gbwwgbwwb

(a) Cuadrantes (b) Creando el quad-tree

Figura 10.6: (a) Regidn, (b) Quad-tree y su representacién
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Figura 10.7: Una imagen y dos de sus proyecciones.

largo de una linea recta orientada a un angulo # y a una distancia s. En este sentido una
proyeccién es un histograma que proporciona el nimero de pixeles que se proyectan en

una determinada posicién a una distancia s en la linea de orientacién 0 (ver figura 10.7).

Es obvio que variando el angulo tenemos mucha informacién sobre la forma del objeto.
Ademas las proyecciones pueden servir para intentar reconstruir el objeto a partir de sus
proyecciones. Este es un aspecto muy importante de aplicacién de la teoria de proyecciones.
En particular la aplicacion es basica en el campo de la Medicina con la utilizacién de
imagenes PET y SPECT.
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10.4. Descriptores de Fronteras

Una vez que tenemos una representaciéon mas o menos apropiada de una frontera,

hemos de proceder a su descripciéon. Comencemos con los descriptores mas simples.

10.4.1. Algunos descriptores simples

La longitud de un contorno es uno de los descriptores mas sencillos. Si contamos el
numero de pixeles en el contorno tendremos una aproximaciéon de su longitud. Si la frontera
ha sido codificada usando cadenas de cédigos, el nimero de componentes verticales mas
el de horizontales més el de diagonales multiplicados por v/2 nos da la longitud exacta.

El didmetro de una frontera B se define como

Diam(B) = max[D(pi, )]
donde D es una medida de distancia y p; y p; son puntos de la frontera. Tanto el didmetro
como la linea que une los dos puntos que definen el didmetro (llamada eje mayor de la
frontera) son descriptores ttiles.

La curvatura se define como la razén de cambio de la pendiente. En general, obtener la
curvatura de una forma fiable es dificil ya que el ruido y otros factores nos proporcionaran
una curvatura con demasiadas oscilaciones locales. Sin embargo, si usamos la diferencia
de las pendientes de segmentos de fronteras adyacentes (que representaremos como lineas
rectas) como un descriptor de la curvatura en el punto de interseccién de los segmentps
puede ser bastante tutil.

Cuando una frontera es recorrida en la direccién de las agujas del reloj, un vértice p
se dice parte de un segmento convexo si el cambio en la pendiente en p is no-negativo; en

caso contrario se dice céncavo.

10.4.2. Descriptores de Fourier

Consideremos la imagen digital que se muestra en la figura 10.8. Si comenzamos en un
punto arbitrario (xg, yo), tendremos la sucesién de coordenadas (zq,yo), - - -, (Tn_1, Yn_1-
Cada par de coordenadas puede tratarse como un numero complejo de forma que

tendremos
s(k) = z(k) + 1y(k)
para k=0,1,...,N — 1.
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Figura 10.8: Frontera digital y su representacién compleja
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Obviamente, podemos calcularle la transformada de Fourier a la sucesién s(k) y ten-

dremos

1N
:NZ ) exp|—2miuk /N] vu=0,...,N—1

Los coeficientes complejos a(u) reciben el nombre de descriptores de Fourier de la
frontera, y obviamente mediante la transformada inversa podemos recuperar la frontera
original.

Supongamos que en lugar de los a(u) sélo utilizamos los M primeros coeficientes y

calculamos la transformada inversa. Es decir, escribimos

M-1
8(k) = > a(u) exp[2miuk /N] k=0,...,N—1
0

es obvio que estaremos aproximando la frontera. Si el nimero de puntos en la frontera es
grande, M se selecciona normalmente como una potencia de 2. En cualquier caso, lo que
hacemos, al suprimir las frecuencias altas en la transformada inversa es quitar los detalles.

Como ya hemos comentado con anterioridad los descriptores deberian ser insensibles,
o lo mas insensible posible, a traslaciones, rotaciones y cambios de escala, al igual que al
cambio de punto de comienzo.

Consideremos una rotacién a nuestra frontera y veamos que le pasa a los descriptores
de Fourier. La rotaciéon de un punto por un angulo # alrededor del origen, se lleva a cabo
en el plano complejo mediante la multiplicacién por e%. La rotacién produce entonces la

sucesién de ntimeros complejos s(k)e?, de modo que los descriptores de Fourier son ahora

1 N-
a,(u) =N Zs " exp[—2miuk /N| = a(u)e”
0

La figura 10.9 resume como se modifican los descriptores de Fourier de una forntera
cuando se lleva a cabo una rotacion, escalado, traslacion y cambio de puntos de comienzo.
El simbolo A, se define como A,y = A,+iA,, de modo que la notacién s, (k) = s(k)+Az,

significa redefinir la sucesién como
si(k) = z(k) + Ay +i(y(k) + Ay)
Finalmente, la expresion s,(k) = s(k — ko) significa redefinir la sucesién como

sp(k) = x(k — ko) + iy(k — ko)
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Propiedades basicas de los decriptores de Fourier

Transformacién Frontera Descirptor de Fourier
Identidad s(k) a(u)

Rotacién sy (k) = s(k)et? ar(u) = a(u)e®
Traslacién si(k) = s(k) + Az  ar(u) = a(u) + Agyd(k)
Escalado ss(k) = as(k) as(u) = aa(u)

Punto de Inicio s,(k) = s(k — ko) ap(u) = a(u)e?kou/N

Figura 10.9:

10.4.3. Momentos

La forma de una frontera (y su signatura) puede representarse mediante la utilizacién
de momentos. veamos como puede hacerse, consideremos la figura 10.10a que muestra un
segmento de frontera, y la figura 10.10b que muestra los segmentos representados como una
funcién unidimensional ¢g(r) de una determinada variable r. Si consideramos la amplitud
de g como una variablr aleatoria v y formamos su histograma p(v;),i = 1,2,..., K donde
K es el numero de valores que toma la variable, entonces podemos definir los diferentes

momentos

donde
K
m = Z ViPi
i=1

Esta cantidad m puede ser reconocida como una media y 5 como la varianza, aunque
no estemos trabajando con histogramas normalizados. Podriamos hacer la normalizacién
del histograma y entonces tener ya distribuciones de probabilidad y entonces hablar del

momentos.

10.5. Descriptores de Regiones

Una vez analizados los descriptores de fronteras que pueden utilizarse para la clasifi-

cacion de la misma, procedemos a hacer lo mismo con las regiones.



234CAPITULO 10. REPRESENTACION Y DESCRIPCION DE FRONTERAS Y REGIONES

o%® o)

(@ (b)

Figura 10.10: (a) Segmento de Frontera, (b) Representacién 1-D

10.5.1. Algunos descriptores simples

El drea de una regiéon se define como el nimero de pixeles contenidos dentro de su
frontera. El perimetro de una region es la longitud de su frontera. Aunque tanto el drea
como el perimetro se utilizan a veces como descriptores, su uso es basicamente en aquellos
caso en los que el objeto de interés es invariante.

Un descriptor que se usa mas y que surge de los dos anteriores es la compacticidad
de una regién que se define como perimetro® /drea. Esta es una cantidad sin dimensién y
por tanto insensible a cambios de escala, ademdas es minima para una regién con forma
de disco. Salvo errones de redondeo debidos a la rotacién, la compacticidad es insensible

a la orientacion.

10.5.2. Momentos

Para una funcién continua f(z,y), el momento de orden (p + ¢q) se define como

Mpg = //azpyqf(x,y)dxdy

Los momentos centrales se definen como

Vpg = //(a: —T)P(y —9)?f(z,y)dzdy
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Figura 10.11: Algunos ejemplos de texturas

con

T = myg/ Mmoo 7 = mo1/ Moo

Obviamente, para imagenes digitales las integrales se convierten en sumas.

Los momentos centrales normalizados, notados 7,, se definen mediante

_ v
Mlpg = qu/VOO

cony=(p+q)/2+1.
Es importante notar que a partir de los momentos de orden dos y tres se pueden

obtener siete momentos invariantes a traslaciones, rotaciones y escalado.

10.5.3. Texturas

Una aproximacién importante a la descripcién de una imagen es la cuantificacion
de su contenido en tezrtura. Aunque no existe una definicon formal de la textura de un
objeto, este descriptor proporciona medidas de propiedades como suavidad, regularidad,
densidad, ver figura 10.11.

Las tres aproximaciones principales a la descripcién por texturas son la estadistica, la

estructural y la espectral, aqui sélo veremos la primera.



236 CAPITULO 10. REPRESENTACION Y DESCRIPCION DE FRONTERAS Y REGIONES

Una de las aproximaciones mas simples para describir las texturas es utilizar los mo-
mentos del histograma de niveles de gris de la imagen o regién.

Asi, pro ejemplo, podemos calcular la media y la varianza. La varianza, notada o2(z)
donde z se usa para notar nivel de gris, es particularmente importante en la descripcion de
la textura. Es una medida del contraste de nivel de gris y puede utilizarse para determinar

la suavidad de la regién. Por ejemplo, la medida

1

R=1—-—¢3—
1+ 0%(2)

es cero para areas de nivel de gris constante y uno para varianzas grandes.

Si utilizamos solo el histograma para calcular algunos descrptores de las texturas,
obviamente no estamos teniendo en cuenta las relaciones entre pixeles. Una posibilidad
para ampliar estos descriptores es considerar no sélo la distribucién de intensidades sino
también la posicion de pixeles con la misma o similar intensidad.

Supongamos que establecemos una direccién (horizontal, vertical, etc) y una distancia
(un pixel, dos pixeles, etc) en una imagen. Entonces, el elemento (i,j) de la matriz de
co-ocurrencia P para un objeto, es el numero de veces dividido por M, que los niveles
t y g ocurren en dos pixeles separados por esa distancia antes definida y en la direccién
dada, siendo M el ntumero de parejas de pixeles que contribuyen a P. La matriz P tiene
tamano NV X N donde N es el nimero de niveles de gris.

Claramente podemos calcular diferentes matrices de co-ocurrencia para diferentes dis-
tancias y direcciones. Sin embargo, estas matrices suelen tener bastantes ceros y para
evitarlo se suele dividir el rango de los niveles de gris a alrededor de 8.

Una vez que la matriz de co-ocurrencia ha sido calculada podemos calcular diferentes

descrptores de la regién. Por ejemplo tenemos

1. Entropia
H=Y 5P, losP,
(2

2. Inercia

I=% (i—j)Py

iVj

3. Energia

E=Y [P}
%)
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10.6. Ejercicios
1. Implementar la aproximacién poligonal de una frontera.
2. Implementar de descripcién de una frontera mediante Fourier

3. Calcular algunos descriptores de una region.
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Capitulo 11

Introduccion a la Morfologia

Matematica

11.1. Introduccion

La palabra morfologia usualmente denota la rama de la Biologia que se dedica al
estudio de la forma y estructura de los animales y plantas. Usaremos aqui la misma
palabra en el contexto de morfologia matematica.

La morfologia matematica, que comenzé a finales de los anos sesenta, forma, podria
decirse, un cuerpo separado dentro del Analisis de Imagenes. Sus principales protagonistas
son Matheron ([34]) y Serra ([47]). En este capitulo utilizaremos como referencias bésicas
[13] y [17].

La aproximacién no morfoldgica al procesamiento de imagenes esta proxima al calculo,
basandose como ya sabemos en los conceptos de delta de Dirac, PSF, y transformaciones
lineales como la convolucién. La morfologia matematica se basa en geometria y forma, las
operaciones morfolégicas simplifican imégenes y conservan las principales caracteristicas
de formas de los objetos.

Un sistema de operadores como los de la morfologia matematica es util porque pueden
formarse composiciones de sus operadores, que cuando actian sobre formas complejas,
son capaces de descomponerlas en sus partes que tienen sentido y separarlas de las partes
que le son extrafias. Un sistema de operadores de este tipo y su composiciéon permite
que las formas subyacentes sean identificadas y reconstruidas de forma éptima a partir

de sus formas distorsionadas y ruidosas. Ademas permite que cada forma se entienda en

239



240 CAPITULO 11. INTRODUCCION A LA MORFOLOGIA MATEMATICA

funcién de una descomposicién, siendo cada entidad de esa descomposiciéon una forma
simple apropiada.

Un ejemplo familiar de sistema algebrdico no morfolégico, como hemos dicho, es la
convolucidn y su representacion en el dominio de las frecuencias. En este contexto cualquier
funcién de duracion finita f puede interpretarse como la suma de funciones sinusoidales.
La distorsiéon de f puede modelarse como la adiciéon de sinuidales o la convolucién con
algin ntcleo. Cualquiera que sea la distorsion, el comprender que ocurre en términos de
ondas permite el desarrollo de procedimientos para deshacer la distorsiéon no deseada, o
la convolucién no deseada, asi como estimar, reconstruir, extraer o reconocer la imagen f

original basandonos en la observacién de la imagen distorsionada.

Lo que el algebra de convolucién hace con los sistemas lineales, lo hace la morfologia
matematica con las formas. Puesto que las formas contienen mucha informacion en la
visién artificial, su importancia es evidente. Las operaciones morfolégicas pueden simpli-
ficar los datos de la imagen, preservar las caracteristicas esenciales y eliminar aspectos
irrelevantes. Teniendo en cuenta que la identificaciéon y descomposicion de objetos, la ex-
traccion de rasgos, la localizacion de defectos e incluso los defectos en lineas de ensamblaje
estan sumamente relacionados con las formas, es obvio el papel de la morfologia en visién

artificial.

Las transformaciones morfolégicas, si se usan, constituyen usualmente una parte in-
termedia de la secuencia del procesamiento de imagenes. En una primera fase, la imagen
es digitalizada y preprocesada usando operadores de convolucién locales y luego es seg-
mentada para obtener una imagen binaria en la que se separan los objetos del fondo.
Las operaciones morfolégicas pueden formar una segunda fase que opera sobre la forma
de esos objetos. El ultimo paso del procesamiento evalia los resultados de la morfologia

usando descriptores numéricos o sintacticos.
La morfologia matematica se puede usar, entre otros, con los siguientes objetivos:

1. Pre-procesamiento de imagenes (supresién de ruido, simplificacién de formas),

2. Destacar la estructura de los objetos (extraer el esqueleto, marcado de objetos,

envolvente convexa, ampliacién, reduccion),

3. Descripcién cualitativa de objetos (érea, perimetro, etc).
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11.2. Operaciones basicas sobre conjuntos

n n conjun n un n- 1 n men a = (ag,...,a
Sean A y B son co tos e espacio E™ con elementos yeeny Oy

b= (by,...,b,) respectivamente siendo ambos n-uplas.
1. La traslacion de A por x € E™ que se nota A, se define como

A, ={c|lec = a+ z, para algin a € A}.

2. La reflexién de B notada B se define como

A

B = {z|x = —b, para algin b € B}.

3. Por ultimo la diferencia de dos conjuntos A y B, notada A — B, se define mediante

A—B={z|lr € Az ¢ B}

11.3. Morfologia Binaria

El lenguaje de la morfologia matemadtica binaria es el de la teoria de conjuntos. Los
conjuntos en morfologia matematica representan las formas presentes en imagenes binarias
o de niveles de gris. El conjunto de todos los pixeles blancos en una imagen en blanco y
negro (binaria) constituye una descripcién completa de la imagen.

Los puntos en un conjunto sobre los que se aplica la transformacién son el conjunto
de puntos seleccionado y el complementario el no seleccionado. En las imagenes binarias
los puntos seleccionados son los que no pertenecen al fondo.

Las operaciones primarias morfolégicas son la erosion y la dilatacién. A partir de ellas
podemos componer las operaciones de apertura y clausura. Son estas dos operaciones
las que tienen mucha relacién con la representacién de formas, la descomposiciéon y la

extraccion de primitivas.

11.3.1. Dilatacién Binaria

La dilatacién es la transformacién morfolégica que combina dos vectores utilizando la
suma. La dilatacion binaria fue usada primero por Minkowski, y en la literatura matemati-

ca recibe el nombre de suma de Minkowski. Si A y B son conjuntos en un n-espacio E"
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origen

@ (b) ©

Figura 11.1: Ejemplo de dilatacién. (a) Elemento estructural, B. (b) Imagen, A. (c) Re-
sultado de la dilatacién A ® B

con elementos a = (a1, ...,a,) y b= (by,...,b,), respectivamente, siendo ambos n-uplas,
entonces la dilatacién de A por B es el conjunto de todos los posibles vectores que son
suma de pares de elementos, uno de A y otro de B.

Mas formalmente, la dilatacién de A por B se nota A @ B y se define mediante
A®B={c€E"\c=a+bparaalgina € Ay bec B}

al ser la suma conmutativa, la dilatacién también lo es: A® B = B @ A.

Se puede probar que las siguientes definiciones de la dilatacién son equivalentes

A® B = {z|(B); NA# 0} = UenAy

En la practica los conjuntos A y B no son simétricos. El primer elemento de la dilata-
cién, A, estd asociado con la imagen que se estd procesando y el segundo recibe el nombre
de elemento estructural, la forma que actia sobre A en la dilatacién para producir A& B.

Cuando se realiza una dilatacién con un elemento estructural que contiene el cero, lo
que realizamos es la expansién de una imagen y es facil pensar en una implementacién
paralela. Algunos ejemplos se muestran en las figuras 11.1, 11.2. Es importante tener en
cuenta que el sistema de coordenadas que se usard en este tema es (fila,columna).

La dilatacién tiene las siguientes propiedades

1. La dilatacién por el trasladado de un elemento estructural es el trasladado de la
dilatacién:
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origen

@ (b) ©

Figura 11.2: Otro ejemplo de dilatacién. (a) Elemento estructural, B. (b) Imagen, A. (c)
Resultado de la dilataciéon A @ B

2. Propiedad distributiva:
A (BUC)=(A@B)U(AaC).

3. Asociatividad (iteracién):
Ao (Ba(C)=(AeB)aC.

4. Crecimiento:
ACB=A®KCBa® K VK.

11.3.2. Erosion binaria

La erosion es la operaciéon morfolégica dual, un concepto que definiremos formalmen-
te a continuacion, de la dilatacion. Es la transformacion morfolégica que combina dos
conjuntos usando el concepto de inclusiéon. Si A y B son conjuntos en el espacio euclideo
n-dimensional, entonces la erosién de A por B es el conjunto de todos los elementos = para
los que z + b € A para todo b € B. La sustraccién de Minkowski estda muy relacionada
con la erosion.

La erosion de A por B se nota A © B y su definicién es
Ao B={x € E" |z +b¢c A paratodo b € B}

un ejemplo de erosién se encuentra en la figura 11.3.
La utilidad de la erosiéon puede apreciarse mejor cuando ésta se expresa de forma

diferente. La erosion de una imagen, A, por un elemento estructural, B, es el conjunto de
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/ origen

Figura 11.3: Ejemplo de erosién. (a) Elemento estructural, B. (b) Imagen, A. (c) Resultado
de la erosion A © B

todos los elementos ¢ € E™ para los cuales B trasladado por z estd contenido en A. La

demostracion es inmediata y se tiene
AeB={ze€ E"|B, C A}

Mientras que la dilataciéon puede representarse como la uniéon de los trasladados, la

erosion puede representarse como la interseccién de los trasladados negativos.
AOS B = MyepAy

La erosién se concibe usualmente como una reduccién de la imagen original. En térmi-
nos de teoria de conjuntos, el conjunto erosionado se suele pensar que siempre estd conte-
nido en el original. Una transformacién que cumple esta propiedad se dice antiextensiva.
Sin embargo, la erosién es antiextensiva cuando el origen pertenece al elemento estructu-
ral. Esto es, si 0 € B, entonces A& B C A, la demostracién de esta propiedad, al igual
que de las anteriores, es obvia.

Al igual que la dilatacién, la erosién es también creciente: si A C B entonces A6 K C
Bo K. Ademas la erosion por un elemento estructural mayor produce un resultado menor
si K C Lentonces A6 LC ASK.

La dilatacion y la erosion son muy similares en el sentido de que lo que uno hace
al objeto el otro lo hace al fondo. Esta relacién puede formularse como una relacién de
dualidad.

Dos operadores son duales cuando la negacion de una formulacion empleado en el

primero es igual a la misma formulacion empleando el seqgundo operador en la variable
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negada. Un ejemplo es la ley de DeMorgan que establece la dualidad entre la unién y la
interseccién (A U B)¢ = A°N B¢, siendo la negacién el complementario.

En morfologia la negaciéon de un conjunto puede ocurrir de dos formas diferentes: en
un sentido légico, siendo la negacién la complementaciéon o en un sentido geométrico,
siendo la negacién el cambio de la orientacién de un conjunto con respecto a los ejes de
coordenadas. Esta negacion recibe el nombre de reflexion.

Sea B C E™, como ya sabemos, la reflexién de B se nota B y se define mediante
B = {z| para algtin b € B,z = —b}

Como se ve en el siguiente teorema, el complemento de la erosion es la dilatacién de
un complemento por reflexién. La dualidad de dilatacién y erosion usa negaciones logicas

y geométricas por los diferentes papeles jugados por la imagen y el elemento estructural.
Teorema 1 Dualidad de la erosion y la dilatacion.
(AeB)YX =A@ B

la demostracién puede encontrarse en [17]
Como corolario tenemos

Corolario 1
(A@B)Y =A°c B
Algunas de las propiedades de la erosién se resumen en la lista siguiente

1. Propiedad Distributiva:

Ao (KUL)=(AeK)n(Ae L)

2. Localizacion:

(AnNB)e K =(Ae K)Nn(BNK)

Finalmente, con respecto a la descomposicén de elementos estructurales, una regla de
la cadena para la erosién se verifica cuando el elemento estructural se puede descomponer

mediante dilatacién.
Aeo(BaC)=(AcB)eC
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11.3.3. Algoritmos morfolégicos basados en la erosion y la dilata-
cién

Basandonos en la discusién anterior, podemos ahora abordar algunos usos practicos
de la morfologia. Cuando trabajamos con imagenes binarias, la principal aplicacién de la
morfologia es la extraccién de componentes de la imagen que son utiles para la descripciéon
y representacion de formas, en particular consideraremos los algoritmos morfolégicos para
extraer fronteras, componentes conexas, envolventes convexas y el esqueleto de una region.
También es posible elaborar varios métodos para rellenar, aumentar, disminuir y podar
regiones que se usan en conjuncion con estos algoritmos como pre- o post- procesamiento.

En este apartado veremos sélo los algoritmos que estan basados en erosiones y dilata-
ciones simples
Extraccion de fronteras

La frontera de un conjunto A, que se nota 5(A), se puede obtener primero erosionando

A por B y realizando posteriormente la diferencia entre A y su erosion. Es decir,
B(4) = A— (Ao B)

La figura 11.4 ilustra la mecanica de la extracciéon de fronteras. Con un elemento
estructural simple. Aunque el elemento estructural usado es muy simple, existen elecciones
mas compejas, por ejemplo de tamafio 5 X 5 que ampliaria el grosor de la frontera a dos
o tres pixeles
Relleno de Regiones

A continuacién desarrollaremos un algoritmo simple basado en un conjunto de dilata-
ciones, complementaciones e intersecciones para rellenar regiones. Veamos como hacerlo
con un ejemplo, en la figura 11.5 tenemos una frontera, A, 8-conectada de una region,
cuyo objetivo es rellenarla. Comenzamos con un punto p dentro del objeto, es decir en la
region, el objetivo es rellenar la regién entera con unos.

Con la hipétesis que tenemos todos los puntos no frontera son cero y determinan el
complementario de A, p tiene el valor uno al comenzar el procedimiento. El siguiente

procedimiento rellena la regién con unos (pixeles grises).
X = (Xg—1® B) N A° k=1,2,3...

donde Xy = p y B es el elemento estructural que se muestra en la figura 11.5(c). El
algoritmo termina en la iteracién k si X 1 = Xj. La unién de los X y A es la frontera

y la regién rellena.
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A B B(A)

Figura 11.4: Extraccion de fronteras usando la erosién
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Es importante notar que el proceso anterior rellenaria la regién entera si no hiciéramos
la interseccién con A€, sin embargo esta interseccion limita el proceso a la regioén de interés
(este tipo de dilatacién recibe a veces el nombre de dilatacion condicionada). Es obvio que
el proceso se puede extender a cualquier nimero de subconjuntos siempre que conozcamos
puntos dentro de ellos.

Extraccién de componentes conexas

Con el concepto de conectividad conocido de capitulos anteriores veamos como utilizar
la morfologia matematica para extrater componentes conexas, un concepto que es bésico
en muchas aplicaciones del andlisis de imagenes. Supongamos que Y representa una com-
ponente conexa contenida en un conjunto A y supongamos que conocemos un punto p
que pertenece a dicha region. Entonces, el siguiente procedimiento puede utilizarse para
extraer Y

Xy =(Xp_1®B)NA E=1,2,...

donde Xy = p, B es un elemento estructural apropiado, la condicién de convergencia se
establece como X;_; = X con Y = Xj. La figura 11.6 muestra un ejemplo de aplicacion,

la forma del elemento estructural supone 8-conectividad en los pixeles.

11.3.4. Transformacion Ganancia-Pérdida

La transformacién morfolégica de ganancia-pérdida es una herramienta basica para la
deteccion de formas.

Sea B = (J, K') donde J es el conjunto formado por los elementos de K asociados con
el objeto y Bs el asociado con el fondo, la transformacion ganancia-pérdida se define

como

AB=(AoJ)N(A°GK)

Por tanto, el conjunto A ® B contiene todos los puntos en los que simultdneamente J
tiene una ganancia en A y K la tiene en A°.
Utilizando la definicién de diferencia de conjuntos y la relacién dual entre la erosién

y la dilatacién, podemos escribir la ecuacién anterior como

A

A@B=(AeJ) - (A® K)

Un ejemplo de aplicacién de la transformaciéon ganancia-pérdida es la busqueda de
puntos aislados, si J = {(0,0)} y K = {(0,1),(0,—1),(1,0),(—1,0)}, entonces I ® B es el
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@A DA " ©B
(d) Xo Che ()X

(g) Relleno

Figura 11.5: Relleno de regiones
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Origen
(b)

(d) G ()

Figura 11.6: A contiene una componente conexa que comienza en p, (tono gris para dis-
tinguirlo de los otros. En (c) el resultado de la primera aplicacién del proceso iterativo,

(d) el segundo paso (e) el tercero y (e) el dltimo
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(0.0) 41 (0.0)
J

AO

=

A (GK)

Figura 11.7: Aplicacién de la transformacion ganancia-pérdida para encontrar esquinas

superiores derechas

conjunto de todos los pixeles 4-aislados. Por tltimo, la figura 11.7 muestra como encontrar

esquinas superiores derechas de iméagenes usando transformaciones de ganancia-pérdida.

11.3.5. Algoritmos de morfologia basados en la transformacién

Ganancia-Pérdida

Envolvente Convexa

El concepto de envolvente convexa fue ya introducido, siendo ademés un descriptor
util de las regiones de una imagen. Veamos ahora como obtener la envolvente convexa
basdndonos en la morfologia matematica. Denotemos C(A) la envolvente convexa de un

conjunto A, sean B¢, = 1,2, 3, 4 cuatro elementos estructurales. El procedimiento consiste



252 CAPITULO 11. INTRODUCCION A LA MORFOLOGIA MATEMATICA

0 0 0 0 0=origen

Xq X4 CA)

Figura 11.8: Calculo de la envolvente convexa de un conjunto

en implementar la siguiente ecuacion
Xi=(XeB)UuA i=1,234yk=12,...

con X§ = A. Observemos que hemos usado la definicién simplificada de la transformacién
ganancia-pérdida con B = (B*, W — B%). Sea ahora D' = X/.,;)v, donde el subindice conv
indica convergencia en el sentido de que X; = X ;. Entonces, la envolvente convexa de
Aes

C(A) = U, D"

La figura 11.8 ilustra con un ejemplo el procedimiento para extraer la envolvente
convexa. El origen estd siempre en el centro del elemento estructural y los pixeles marcados
X no se usan para contruir el complementario del elemento estructural
Disminucién

La disminuciéon de un conjunto A por un elemento estructural B puede ser definida
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Figura 11.9: Elementos estructurales para el cdlculo de la m-conectividad

en términos de la transformacién ganancia-pérdida
AoB=A-(A®B)=AU(A® B)°

Una definicién mas 1til para el adelgazamiento de A simétrico estd basado en una

sucesion de elementos estructurales como
{B} = {Bl, B2, ...,B"}

donde B? es una versién rotada de B*~1. Usando este concepto definimos el adelgazamiento

por una sucesion de elementos estructurales como
Ao{B}=((...(AoB"YY2 B*...)@ B")

en otras palabras el proceso es adelgazar A un paso con B!, entonces adelgazar el resultado

con B? y asi sucesivamente hasta B". El proceso se repite hasta que no ocurren cambios.
La figura 11.9 muestra los elementos estructurales que son necesarios para construir

la m-conectividad de una regién.

Ampliacién

La ampliacién es el dual morfolégico de la disminucién y se define mediante la expresion

A®B=AU(A® B)
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donde B es un elemento estructural apropiado para la ampliacion. Al igual que el adel-

gazamiento, la ampliacién se puede definir también secuencialmente teniendo
Ao{B}=((...(Ae@BY®B?...) 0 B")

en el caso de la ampliacion los elementos estructurales que se usan cambian los ceros
por unos. Sin embargo, esta implementacién directa no se suele usar, lo que se hace es
adelgazar el fondo y luego calcular el complementario. En otras palabras, para ampliar

A, calculamos C' = A€ lo adelgazamos creando C' y luego calculamos C°.

11.3.6. Apertura y Clausura

Con los conceptos que hemos visto podemos comprender ahora mejor las razones por
las que la dilatacién y la erosion estan muy relacionados con la forma. La erosién y la
dilatacién usualmente se emplean por pares, bien la dilatacién seguida por la erosién o al
revés. En cualquier caso, el resultado de esta aplicacion sucesiva de erosiones y dilataciones
es una eliminaciéon de detalles menores que el elemento estructural, sin distorsionar la
forma global del objeto.

Un aspecto fundamental de esta aplicacion sucesiva es el hecho de que la aplicacién
sucesiva de erosiones y dilataciones es idempotente, es decir la aplicaciéon sucesiva de
estos operadores no cambia el resultado. La importancia practica de este resultado es
que las transformaciones idempotentes forman un estado completo de los algoritmos del
andlisis de imdgenes ya que las formas podrian ser descritas en términos de los elementos
estructurales bajo los cuales pueden ser abiertos o cerrados y quedarse igual.

Podria decirse que la apertura y la clausura corresponden dentro de la morfologia
a lo que las proyecciones ortogonales son al dlgebra lineal. Una proyeccién ortogonal es
idempotente y selecciona la parte de un vector que estd en un determinado subespacio.
Analogamente, la apertura y la clausura proporcionan los medios por los cuales seleccionar
subformas y superformas de una forma compleja.

Como hemos visto, cuando el elemento estructural contiene el origen, la dilatacién
expande la imagen y la erosién la reduce. En esta seccién discutiremos otras dos impor-
tantes operaciones morfolégicas: apertura y clausura. La apertura generalmente suaviza
los contornos de una imagen.

La apertura de A por un elemento estructural K se nota A o K, se define como

AocK=(AsK)e K
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que en palabras establece que la apertura de A por K es simplemente la erosién de A por
K, seguido de la dilatacion del resultado por K.

La clausura de A por un elemento estructural K se nota A e K, se define como
AeK=(AdK)e K

que en palabras establece que la clausura de A por K es simplemente la dilataciéon de A
por K, seguido de la erosién del resultado por K.

Si A no cambia con la apertura con K diremos que A es abierto con respecto a K. Si
A no cambia con la clausura con K diremos que A es cerrado con respecto a K.

La habilidad de una apertura para seleccionar de un conjunto el subconjunto que se

acopla al elemento estructural es clara por el teorema de caracterizacion
AoK ={r € A|paraalgint €c Ao K,z € K; y K; C A}

La apertura de A por K selecciona los puntos de A que se acoplan a K en el sentido
de que los puntos pueden ser cubiertos por alguna traslacién del elemento estructural K
que esté contenido completamente en A. Si tomamos un disco como elemento estructural
suavizaremos los contornos, romperemos uniones estrechas entre partes de conjuntos y
eliminaremos salientes estrechos. La clausura tiende a suavizar las secciones de contornos
pero en sentido inverso, une separaciones estrechas y golfos (formas D) estrechos, elimina
huecos y pequenas discontinuidades en las fronteras.

Reorganizando la informacién del teorema de caracterizaciéon tendremos

Ao K = U K, = U K,
yeASK K,CA
lo que produce una imagen muy clara de lo que hace la apertura. La apertura A o K
se obtiene pasando el elemento estructural K dentro de A y no permitiéndole que salga.
Hemos probado algo mas, de la formula anterior se deduce que Ao K = Ao K, para
cualquier z.

Veamos una interpretacion geométrica simple de la apertura. Supongamos que consi-
deramos el disco que constituye un elemento estructural A como una bola plana que rueda
en R?. La frontera de A o K viene dada por los puntos de la frontera de K que alcanzan
la parte mds lejana de la frontera de A cuando K rueda alrededor de la parte interior de

la frontera.
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@ (b)

© (d

Figura 11.10: Extraccién de cuerpo y asa. (a) contiene la imagen A, (b) el elemento
estructural K, (c¢) la apertura Ao K y (d) A— Ao K.
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La figura 11.10 ilustra como podemos usar la apertura para descomponer objetos.
Supongamos un cuadrado unido a un asa. El procedimiento descrito en la figura nos sirve
para separar las dos partes.

Se cumple la dualidad entre apertura y clausura, es decir,
(AeK)*=A°0 K

El teorema de caracterizacién para la apertura y la dualidad entre apertura y clausura

nos lleva a la caracterizacion de la clausura que establece que
Ae K = {z|x € K, implica K; N A # 0}

La clasura de A incluye todos los puntos que cumplen la condicién de que cuando
son cubiertos por un trasladado del reflejado del elemento estructural, este trasladado
y A deben tener interseccién no vacia. De nuevo esta transformacién es invariante por
traslaciones del elemento estructural.

La apertura y clausura con un elemnto estructural isotropico se usa para eliminar
detalles especificos mas pequefios que el elemento estructural sin distorsionar la forma
global de los objetos.

De los teoremas de caracterizacion se sigue que la apertura es antiextensiva, AoK C A,
y la clausura es extensiva, A C Ae K.

Otro aspecto significativo de estas operaciones es que son idempotentes, es decir,

XoB = (XoB)oB
XeB = (XeB)eB

11.3.7. Algoritmos morfolégicos basados en aperturas y clausu-

ras

El concepto de esqueleto ya fue introducido en capitulos anteriores. Veamos como se
puede calcular morfolégicamente.

Serra ([47]) entre otros probé6 que el esqueleto de un conjunto A puede ser expresado
en términos de erosiones y aperturas. Esto es, con S(A) notando el esqueleto de A, se
puede probar que

S(A) = Ui Si(4)
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con

Sp(A) = Ui {(ASIK) —[(ASIK)o K]}

donde A © [K denota la aplicacién sucesiva de [ erosiones a A y L es el ultimo paso

iterativo antes de que A se erosione a un conjunto vacio. En otras palabras,
L =max{l|(A6K) # 0}

La formulacién dada en las ecuaciones anteriores establece que el esqueleto de A puede
obtenerse como la unién de los subconjuntos de esqueletos Sy,(A). Puede probarse también
que

A=UE(S(A) @ IK)

11.4. Morfologia de niveles de gris

En esta seccién extenderemos a iméagenes de niveles de gris, las operaciones basicas
de dilatacion, erosion, apertura y clausura y usaremos estos operadores para el desarrollo
de algunos algoritmos basicos. De nuevo, el objetivo es el uso de la morfologia de niveles
de gris para extraer componentes de la imagen que son utiles en la representacién y
descripcién de las formas. En particular veremos algoritmos para extraer fronteras de
imagenes mediante el gradiente morfolégico y para la particién de regiones basada en su
contenido en textura. También discutiremos algoritmos para alisamiento y realce que de
nuevo pueden ser pasos en pre- post- procesamiento.

Vamos, por simplicidad, a formular el estudio en Z? aunque es posible su realizacién
en otros espacios. Trabajaremos con imdagenes de la forma f(z,y) y b(z,y) donde f(z,y)
es una imagen de entrada y b(z,y) un elemento estructural, de hecho una subimagen.
Supondremos que las imagenes son discretas, es decir si Z denota los enteros, supondremos
que (z,y) son enteros de Z x Z y que f y b son funciones que asignan un nimero real a

cada par de coordenadas (z,y), si los niveles de gris son enteros, Z sustituird a R.

11.4.1. Dilatacién

La dilatacién de una imagen de niveles de gris f por b que se notard f & b, se define

como

(f®b)(s,t) =max{f(s —x,t —y) +b(z,y)|(s — z,t —y) € Dy, (x,y) € Dy}
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origen (a) ....
origen !
origen

(b) ©

origen  (d)

origen

(e

Figura 11.11: (a) Elemento estructural b, (b) imagen f, (c) f @b. (d) relleno de b, notado
U(b), (e) relleno de f, notado U(f), la extraccién de la parte superior de U(f) & U(b)
ques se nota T'(U(f) @ U(k)) produce f & b.

donde Dy y Dy son los dominios de f y b respectivamente. Como antes b es el elemento

estructural, pero ahora es una funcién.

Observemos que se impone la condicién de inclusién en el espacio de definicién y que
la ecuacion anterior es casi como una convolucién con el maximo reemplazando a la suma

de la convolucién y la suma al producto con el nucleo de convolucion..

En la figura 11.11 se ilustra un ejemplo de dilataciéon para niveles de grises. Puede
probarse que el efecto de la dilatacién es como si tuvieramos una imagen que fuese el
relleno de la funcién y un elemento estructural que fuese el relleno también de la funcién
elemento estructural y calculdsemos la dilatacién binaria cldsica extrayendo luego sélo la

parte superior de la imagen.
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11.4.2. Erosion

La erosion de niveles de grises, que se nota f © b, se define mediante
(f©b)(s,t) =min{f(s +z,t +y) — b(z,y)|(s + z,t +y) € Dy, (x,y) € Dy}

donde, de nuevo, D¢ y D, son los dominios de f y b respectivamente.

Observemos que se impone la condicién de inclusién en el espacio de definicién y que
la ecuacién anterior es casi como una correlacién con el maximo reemplazando la suma y
la diferencia el producto.

En la figura 11.12 se ilustra un ejemplo de erosién para niveles de grises. Puede probarse
que el efecto de la erosion es como si tuvieramos una imagen que fuese el relleno de la
funcién y un elemento estructural que fuese el relleno también de la funcién elemento
estructural y calculdsemos la erosién binaria clasica extrayendo luego sélo la parte superior
de la imagen.

Aligual que antes la erosién y la dilatacién, ahora para niveles de grises son operaciones

duales con respecto a la complementacion y reflexion, es decir,

(feb)e(z,y) = (f@b)(z,y)

A~

donde fc(:lf,y) = _f(xay) y b= b(—.’L’, _y)'

11.4.3. Apertura y Clausura

Las expresiones para la apertura y clausura de niveles de gris tienen la misma forma
que la apertura y clausura binarias. La apertura de f por un elemento estructural b, se

nota f ob y se define mediante
fob=(feb) @b
Anélogamente, la clausura de f por b se nota f e b, y se define
feb=(fdb)ob

La apertura y la clausura son duales con respecto a la complementacién y reflexion.

Es decir,

(fob)=foob
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origen (a) ....
origen !
origen

(b) ©

origen  (d)

origen © origen o

Figura 11.12: (a) Elemento estructural b, (b) imagen f, (c) f ©b. (d) relleno de b, notado
U(b), (e) relleno de f, notado U(f), la extraccién de la parte superior de U(f) © U(b)
ques se nota T'(U(f) © U(k)) produce f & b.
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2

@
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N
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(d)

J\/\M

Figura 11.13: (a) Elemento estructural que se interpreta como esfera, (b) imagen, (c)

proceso para obtener la apertura, (d) proceso para obtener la clausura

La apertura y la clausura de una imagen tienen una interpretaciéon geométrica simple.
Supongamos que vemos una funcién de imagen f(z,y) en perspectiva 3 — D siendo z e y
las coordenadas usuales y la tercera el nivel de brillo (la funcién). En esta representacion,
la imagen aparece como usa superficie discreta cuyo valor en cualquier punto (z,y) es el
valor de la imagen. Supongamos que queremos realizar la apertura por un elemento esféri-
co b (de hecho es s6lo la semiesfera lo que necesitamos) y vemos el elemento estructural
como una bola que rueda. Entonces el mecanismo para abrir f por b puede interpretarse
geométricamente como el proceso de hacer rodar la bola por la parte inferior de la fun-
cién y la clausura conlleva hacerla rodar por la parte superior. La figura 11.13 ilustra el

procedimiento.

11.4.4. Algunas aplicaciones de la morfologia de niveles de gris

Terminaremos este estudio sobre la morfologia matematica analizando algunas aplica-

ciones de la misma.
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Alisamiento morfolégico

Una forma de llevar a cabo el alisamiento de una imagen es realizar una apertura
seguida de una clausura. El resultado de estas dos operaciones es suprimir o atenuar
elementos extrafios muy brillantes u oscuros.
Gradiente morfolégico

Ademas de las operaciones antes discutidas para la supresién de elementos extrafos,
a menudo la dilatacién y la erosion se usan para calcular el gradiente morfolégico de una

imagen que se nota g y se define
g=feb—fob

Transformacion Top-Hat

La transformacion top-hat notada h se define como

h=f—fob

donde como antes f es la imagen y b el elemento estructural. El nombre se debe a la forma
del elemento estructural que se usa. Esta transformacion es util para resaltar detalles en

la presencia de sombras.

Ejercicios
1. Implementar la erosiéon y dilataciéon binaria.
2. Implementar la apertura y clausura binarias.
3. Calcular las componentes conexas de un conjunto.

4. Implementar la erosion y dilatacién para niveles de gris.
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Capitulo 12

Introduccion a la Compresién de

Imagenes

12.1. Introduccion

La compresion de imagenes trata de minimizar el nimero de bits necesarios para
representar una imagen. Las aplicaciones de la compresién de imagenes son principal-
mente la transmision y almacenamiento de informacién. En transmisién, sus principales
aplicaciones son televisién, remote sensing, radar y sonar, teleconferencias, comunicacion
por computadora, transmisiéon por fax y otras asi. En almacenamiento, la compresion de
iméagenes se usa sobre documentos, imagenes médicas, secuencias de imagenes, imagenes
de satelite, mapas meteorolégicos, etc. También es posible crear algoritmos rapidos que
trabajen con las imagenes comprimidas con lo que el nimero de operaciones requeridas

para implementar los algoritmos se reduce.

Teniendo en cuenta que una imagen de televisiéon tiene aproximadamente 512 x 512
pixels, usando 8 bits por pixel para cada canal de color y 30 imagenes por segundo, nos
obliga a disponer de un canal y memoria suficiente para transmitir 180 x 10% bits por
segundo. Dependiendo de las aplicaciones, la cantidad de datos para iméagenes digitales
sin procesar puede variar entre 10° y 10® bits por imagen. Esto hace que las técnicas de

compresion de imagenes sean deseables.

265
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12.1.1. Ratios de Informacion

La cantidad de datos en imagenes sin procesar no representa necesariamente su can-

tidad de informacién media que, para una fuente con L simbolos independientes posibles

con probabilidades p;, ¢ =0,...,L — 1, viene dada por la entropia
-1
H = - pilog,p; bits por simbolo (12.1)
i=0

Segun el teorema de codificacion sin rutdo de Shannon es posible codificar, sin distor-
sion, una fuente de entropia H bits por simbolo usando H + ¢ bits por simbolo, donde ¢ es
una cantidad positiva arbitrariamente pequena. Asi pues, la maxima compresién posible
C, definida por

o nimero medio de bits de los datos sin procesar (B)

12.2
nimero medio de bits de los datos codificados (H + ¢) (122)

es B/(H + ¢) ~ B/H. Sin embargo, la computacién de este ratio de compresién para
iméagenes es impractica, si no imposible. Por ejemplo, una imagen digital N x M con

2BNM hatrones posibles que podrian aparecer. Si

B bits por pixel es uno de los L =
se conociera p;, la probabilidad del i-ésimo patrén, se podria calcular la cantidad de
informacion para imagenes N x M con B bits por pixel. Entonces se podrian almacenar
todos los L posibles patrones de imagenes y codificar la imagen por su direccién — usando
un método de codificacién apropiado, que requerird aproximadamente H bits por imagen
o, bien, H/N M bits por pixel.

Este tipo de codificacién se llama cuantificacion de vector (vector quantization) o
codificacion por blogques (block coding). La principal dificultad de este método es que,
incluso con valores pequetios de N y M, L puede ser prohibitivamente grande; por ejemplo,
para B =8, N = M = 16, resulta L = 2204® ~ 10%1*. Una idea practica es usar bloques
pequenos, digamos 4 x 4, normalizar cada bloque para que tenga media 0 y varianza 1
y usando unas pocas imagenes tipo para entrenamiento, almacenar los L' < L patrones
con mayor probabilidad. Si el bloque de entrada es uno de esos L' patrones, codificarlo

por la direccién del bloque; si no reemplazarlo por su valor medio.

12.2. Cuantificacion

Un cuantificador hace la correspondencia de una variable continua u en una variable

discreta u*, que toma valores en un conjunto finito {ry,...,rr} de nimeros. Esta co-
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rrespondencia es, generalmente, una funcién escalera y la regla de cuantificacién es como
sigue: Definir {tx,k =1,..., L+ 1} como un conjunto de niveles de decisién o transicién
creciente con t; y ty,1; como los valores minimo y maximo de u respectivamente. Si u
cae en el intervalo [ty,tx 1), entonces se hace corresponder con 7, el k-ésimo nivel de
reconstruccion.

Los cuantificadores que se exponen en este trabajo cuantificadores sin memoria, que
operan con un ejemplo cada vez y la salida depende sélo de la entrada. Estos cuantificado-
res son tltiles en técnicas de codificacion de imagenes como PCM, DPCM o codificacion
por transformacion que se detallaran mas adelante. Es importante ver que la correspon-
dencia del cuantificador es irreversible. Es decir, que dada una determinada salida del
cuantificador la entrada no puede ser determinada inicamente. Asi, un cuantificador pro-

duce una distorsiéon que cualquier método razonable debe tratar de minimizar.

12.2.1. Cuantificador del 6ptimo cuadrado medio o de Lloyd-
Max

Este cuantificador minimiza el error cuadratico medio para un nimero de niveles de
cuantificaciéon. Sea u una variable aleatoria escalar real con una distribucién de probabil-
dad continua p,(u). Se desea encontrar los niveles de decisién t; y los niveles de recons-
truccion rg para un cuantificador de L niveles de forma que su error cuadratico medio sea
minimo.

Usando el hecho de que t;_; < t;, las ecuaciones que resuelven el problema son:

ty = L;’”‘l) (12.3)
ftik+1 u pu(u) du
S py(u) du

Estas dos ecuaciones deben resolverse simultdneamente para los valores de t; y #3411

(12.4)

Tk

dados, lo que, en la practica, se hace usando un método iterativo como el de Newton.
Las dos funciones de densidad mas cominmente usadas para cuantificacién de imége-

nes son la gausiana y la laplaciana.

12.2.2. El cuantificador uniforme optimal

Para distribuciones uniformes, las ecuaciones del cuantificador de Lloyd-Max se hacen

lineales, dando niveles iguales entre los intervalos de reconstruccién y de transicién. Este



268 CAPITULO 12. INTRODUCCION A LA COMPRESION DE IMAGENES

cuantificador se llama también cuantificador lineal y sus ecuaciones son:

t —t
q:%, ty =1tr—1 +q, Tk:tk-i‘g (12.5)

12.3. Codificacién de pixels

En estas técnicas se procesa cada pixel de forma independiente, ignorando las depen-

dencias entre pixels.

12.3.1. Modulacion de cédigos de pulso o PCM

En PCM la senal de entrada se muestrea, se cuantifica y codifica en un cédigo apropia-
do. La salida del cuantificador se codifica, generalmente, mediante un cédigo binario de
longitud fija con B bits. Normalmente, 8 bits son suficientes para imagenes monocromas
o de videoconferencia mientras que las im4genes médicas o en color necesitan entre 8 y 24
bits por pixel. Este proceso es el que habitualmente se realiza al captar una imagen real

mediante un dispositivo digital.

12.3.2. Codificacién por entropia

Si los pixels cuantificados no se distribuyen uniformemente, su entropia serd menor
que B y existird un cédigo que use menos de B bits por pixel. En la codificacién por
entropia la meta es codificar un bloque de M pixels, que tiene M B bits, con pobabilidades
pi, i=0,...,L—1, L =2MB_con —log, p; bits de forma que el nimero medio de bits
sea H.

Para un tamano de bloque dado, una técnica de codificacién de longitud variable
eficiente es la codificacién de Huffman.

Algoritmo de codificacién de Huffman

1. Ordenar las probabilidades de los simbolos, p;, decrecientemente y considerarlas

como nodos hojas de un arbol.
2. Mientras haya mas de un nodo

s Unir los dos nodos con menor probabilidad en un nuevo nodo con probabilidad

la suma de las probabilidades de cada nodo.
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» Asignar, arbitrariamente, un uno (1) a una de las ramas que llegan al nodo y

un cero (0) a la otra.

3. Leer la secuencia de unos y ceros desde el nodo raiz al nodo hoja donde se encuentra

el simbolo.

Este algoritmo da un libro de cddigos Huffman para un conjunto de probabilidades
dado. El tamaifio del libro de cédigos es L y el cédigo méas largo tiene como mucho L bits.
El tamaiio del libro de cédigos es prohibitivamente grande cuando L crece. Una versién
practica es el codigo de Huffman truncado en el que, para un L; < L convenientemente
elegido, los primeros L; simbolos se representan por el cédigo Huffman y el resto con un
cédigo de prefijo seguido de un cédigo de longitud fija.

Otra alternativa es el llamado cddigo de Huffman modificado en el que un entero ¢ se

representa como

t=qLi + 7, quglnt[LL—_ll],Ogngl—l (12.6)
Los primeros L; simbolos se representan por el cddigo Huffman y el resto se representan
por un codigo de prefijo que representa al cociente ¢, seguido de un cddigo teminador que
es el cédigo Huffman para el resto j, 0 < j < Ly — 1.

Otra forma de codificacién que trata de aproximarse al limite de la entropia es la co-
dificacién aritmética. Esta aproximacién es conceptualmete diferente de la codificacion
de Huffman y no requiere cédigos de léngitud entera.

En la codificaciéon aritmética los simbolos se ordenan en la recta real en el intervalo
de probabilidad de 0 a 1 en una secuencia que es conocida tanto por el codificador como
por el decodificador.Se asigna a cada simbolo un subintervalo igual a su probabilidad. Ya
que la suma de las probabilidades de los simbolos suma uno, los subintervalos rellenan de
forma precisa el intervalo de 0 a 1. En la figura 12.1 se muestra una posible ordenacién
de los simbolos segin su probabilidad.

El objetivo de la codificacién aritmética es crear una secuencia de codigos que es una
fraccion binaria apuntando al intervalo del simbolo que estd siendo condificado. Asi, si
el simbolo es ”simbolo 1”la secuencia de cédigos es una fraccién binaria mayor o igual
al binario 0.01 (0.25 decimal) y menor que el binario 1.0. Si el simbolo es ”simbolo 2”1la
secuencia de cédigos es mayor que 0.001 en binario y menor que el binario 0.01. Si el
simbolo es "simbolo 3”la secuencia de codigos es mayor que 0.0001 en binario y menor

que el binario 0.001. Finalmente, si el simbolo es ”simbolo 4”1a secuencia de c6digos es
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Binario Decimal

1.0000 1.0 _

Simbolo 4; prob=1/2
0.01 0.25 _

Simbolo 3; prob=1/4
0.001 0125 _ | _
0.0001 00675 _ |  Simbolo2; prob=1/8
0.0000 O ] Simbolo 1; prob=1/8

Figura 12.1: Particionamiento del intervalo [0,1] de la recta real en subintervalos

mayor que 0 y menor que 0.0001 en binario. Si la secuencia de cédigos sigue esta norma,
el decodificador puede ver a que subintervalo estd apuntando la secuencia de codigos y
decodificar el simbolo apropiado.

Para la codificacién de mas simbolos es cuestién de ir subdividiendo el intervalo de
probabilidad, siempre en proporcion a la probabilidad de un determinado simbolo. Siempre
y cuando sigamos las reglas y no dejemos que la secuencia de cédigos apunten fuera del
subintervalo asignado al simbolo, el decodificador podra decodificar la secuencia.

Los limites entre intervalos se asignan siempre a uno de los intervalos. Aqui se ha
escogido asignarlo al simbolo superior pero también es posible asignarlo al inferior.

Si tuvieramos que computar todos los posibles subintervalos para una secuencia larga
de simbolos, la tarea computacional creceria exponencialmente. Afortunadamente la sub-
divisién se puede hacer recursivamente de forma que un intervalo se subdivide para cada

simbolo codificado. Esta forma recursiva se conoce como codificacién de Elias.

12.3.3. Codificacién por longitud de recorridos (Run-Lenght Co-
ding)

Considerar una fuente binaria cuya salida se codifica como el nimero de ceros entre dos
unos, es decir, se codifica la longitud de los recorridos de ceros. Esto se llama codificacion
por longitud de recorridos (RLC). Si la probabilidad del 0 es p y tomamos m bits para

representar el recorrido con un cédigo de longitud fija, la maxima compresién que se puede
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conseguir es
1— M
c=—P2 _ (12.7)
m(1 —p)

donde M = 2™ — 1 y representa la longitud maxima de un recorrido.

12.3.4. Codificacion de planos de bits

Si consideramos una imagen con 256 niveles de gris como un conjunto de ocho planos
de 1 bit podemos codificar cada plano mediante RLC. Asi se pueden conseguir ratios de

compresion de 1.5 a 2. Este método es muy sensible a errores del canal.

12.4. Técnicas predictivas

La filosofia en que se basan las técnicas predictivas es eliminar la redundancia mutua
entre pixels sucesivos y codificar sélo la informacién nueva. Considerar una secuencia
muestreada u(m) que ha sido codificada hasta u(n — 1) y sean u*(n — 1), u*(n — 2),
..., valores de la secuencia reproducida (decodificada). En m = n, cuando u(n) llega, se
predice una cantidad @*(n), un estimador de u(n), a partir de los ejemplos previamente

decodificados u*(n — 1), u*(n — 2), ..., es decir,
@*(n) = ¥(u*(n—1),u"(n—2),...) (12.8)

donde ¥(...) denota la regla de prediccién. Esto es suficiente para codificar el error de
prediccion
e(n) =u(n) — a*(n) (12.9)

Si e*(n) es el valor cuantificado de e(n), entonces el valor reproducido de u(n) seria
u*(n) = u*(n) + e*(n) (12.10)

El proceso de codificacién continua de esta forma. A este método se le llama differential
pulse code modulation (DPCM) o PCM diferencial. Con un predictor razonable el valor
cuadrético medio de la sefial diferencia e(n) es mucho mds pequeiio que el de u(n). Esto
significa que, para el mismo error cuadratico medio de cuantificacién, e(n) requiere menos
bits de cuantificacién que u(n).

Un aspecto importante de DPCM se muestra en la ecuacién (12.8), que dice que la

prediccién se basa en la salida — los ejemplos cuantificados — en lugar de basarse en la
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u(t)

granulosidad

u'(t)

~~_ sobrecargaen
las inclinaciones

Amplitud —

t ——
Figura 12.2: Salida tipica para un codificador predictivo DM

entrada — los ejemplos no cuantificados. Esto hace que el error del cuantificador en un
paso dado se realimente a la entrada del cuantificador en el siguiente paso lo que tiene un

efecto estabilizador que previene la acumulacién de error en la sefial reconstruida u*(n).

12.4.1. Modulacion Delta

Modulacién Delta (Delta Modulation o DM) es el mas simple de los codificadores
predictivos. Usa una funcién retraso de un paso como predictor y un cuantificador de 1

bit, dando una representacién de 1 bit de la senal. Asi
w*(n) =u*(n), e(n)=un)—u(n—-1) (12.11)

Las principales limitaciones de DM, como se observa en la figura 12.2, son (1) sobre-
carga en las inclinaciones, (2) ruido de granulosidad e (3) inestabilidad por los errores
canal.

La sobrecarga en las inclinaciones se producen cuando hay un salto grande o una
discontinuidad en la sefial a la que el cuantificador sélo puede responder en varios pasos
delta. El ruido de granulosidad es la naturaleza de saltos de la salida cuando la senal de

entrada es casi constante.

12.4.2. DPCM linea a linea

En este método cada linea de la imagen se codifica independientemente mediante la
técnica DPCM. Generalmente se usa una representacién autoregresiva (AR) adecuada
para disefiar el predictor. El sistema de ecuaciones DPCM son:

Predictor: @*(n) = Zp: a(k)u*(n — k) (12.12)

k=1
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Figura 12.3: Pixels A, B, C' y D usados en prediccion bidimensional

Entrada al cuantificador: e(n) = u(n) — @*(n) (12.13)
Salida del cuantificador; e*(n) (12.14)
P
Filtro de reconstruccién: w*(n) = @*(n) +€e*(n) = Y a(k)u*(n — k) + €*(112.15)
k=1

(salida reproducida)

12.4.3. DPCM bidimensional

La idea es extender el modelo anterior para la prediccién en dos dimensiones. Asi, para

una imagen captada fila a fila el sistema de ecuaciones para DPCM bidimensional sera:

Predictor: u*(m,n) = ai(k)u*(m —1,n) + ax(k)u*(m,n — 1)
+az(k)u*(m — 1,n — 1) + aq(k)u*(m — 1, {@12-16)
Entrada al cuantificador: e(m,n) = wu(m,n) — a*(m,n) (12.17)
Salida del cuantificador:  e*(m,n) (12.18)
Filtro de reconstruccién: u*(m,n) = @*(m,n)+ e*(m,n) (12.19)

Varios parametros posibles para el predictor se muestran en la tabla 12.1. Las letras

A, B, Cy D hacen referencia a los pixels que se muestran en la figura 12.3.

12.4.4. Técnicas Adaptativas

La idea general es mejorar el rendimiento de DPCM adaptando las caracteristicas del
predictor y del cuantificador a variaciones en las estadisticas locales de la imagen. Se
disenan principalmente para mejorar la calidad subjetiva de la imagen, especialmente en

las aristas. Se basan en las dos aproximaciones siguientes.
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Predictor

Comentario

media lineal al cuadrado

Elemento anterior (yA)
Prediccion por media
(42

v (44

5 (A-q—(C;—D)/z)

Prediccion planar
(A +(C - B))
v (A + —(DEB))

leak ()

Determinada a partir de correlaciones en la imagen.

Va muy bien ya que la clase imagen no cambia mucho.

Emborrona las aristas verticales o diagonales.

Mejora significativa sobre la prediccion de elemento anterior para aristas
verticales y con gran inclinacién. Emborrona las aristas horizontales

y con subida gradual. Los dos predictores que usan D son igualmente

buenos pero mejores que (A + C)/2 en las aristas con subida gradual.

Mejor que la predicciéon de elemento anterior pero
peor que la prediccidon por media en lo que respecta a

a errores del canal.

0 <« < 1. Conforme el leak se incrementa los errores de transmisién
se hacen menos visibles pero la granularidad y el contouring (pixels

con el mismo nivel de color debido a la cuantificacién) se hacen mas visible.

Cuadro 12.1: Posibles pardametros para el predictor.
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Control de ganancia adaptativo

Para un predictor fijo, la varianza del error de predicciéon variard con cambios en los
detalles espaciales de la imagen. Un cuantificador adaptativo simple actualiza la varianza
del error de prediccion en cada paso y ajusta el espaciamiento de los niveles del cuanti-
ficador consecuentemente. Esto se puede hacer normalizando el error de predicciéon por
su desviacién tipica actualizada y disenado los niveles del cuantificador para entradas de

varianza 1.

Clasificacion adaptativa

Los esquemas de clasificacién adaptativa segmentan la imagen segun su actividad, o
detalle espacial, y usa un cuantificador con caracteristicas diferentes para cada clase de
actividad. La varianza de los pixels en un vecindario del pixel a ser predicho es una medida
simple de la actividad. Asi, las regiones planas se cuantifican mas finamente que las aristas
o areas con muchos detalles. Este esquema saca ventaja del hecho de que la visibilidad
del ruido decrece cuando aumenta la actividad. Normalmente sélo son necesarias hasta

cuatro clases de actividad.

12.5. Teoria de codificacion por transformacion

12.5.1. Codificador por transformacion 6ptimo

La codificacién por transformacién, también llamada cuantificacion de bloques, es una
alternativa a la codificacion predictiva. Un bloque de datos se transforma unitariamente
de forma que una gran parte de su energia total se empaqueta en unos pocos coeficientes
de la transformacion, que son cuantificados independientemente. El codificador por trans-
formacion 6ptimo se define como aquel que minimiza la distorsiéon cuadratica media de
la imagen reproducida para un ntmero total de bits dado. Y resulta que la transformada
KL lo es.

Suponiendo un vector, u, N x 1 aleatorio con media 0 y covarianza R se transfor-
ma linealmente por una matriz A (compleja) N x N, no necesariamente unitaria, para
producir un vector (complejo), v, de forma que sus componentes v(k) sean mutuamen-
te decorrelados. Tras cuantificar cada coeficiente v(k) independientemente, el vector de

salida, v*, se transforma linealmente por una matriz B para obtener un vector u*. El pro-
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blema es encotrar las matrices A y B éptimas y el cuantificador 6ptimo para minimizar

la distorsién media, D, definida como:

1 al eonz| L AT x
D:NE ngl(u(n)—u (n)) _NE[(U_U) (u —u™)]. (12.20)

La solucién a este problema se sumariza como sigue.

1. Para un cuantificador arbitrario la matriz éptima de reconstruccion, B, viene dada
por
B=A"'T (12.21)

donde I' es una matriz diagonal de elementos 7, definida como

e = i—i (12.22)
M= E (k)i (K)), X =E[|v(k) ] (12.23)

2. El cuantificador de Lloyd-Max para cada v(k) minimiza el error cuadratico medio
global dando
r=1I (12.24)

3. La matriz de decorrelacion éptima A es la transformacién KL de u, es decir, las filas
de A son los autovectores ortonormalizados de la matriz de autocovarianza R. Esto

nos da
B=A"'=A7T (12.25)

Notas

Ya que la transformacion KL no es una transformacion rapida, se reemplaza bien por
una transformacion unitaria como la coseno, seno, Fourier, Hadamard o Slant, que no son
perfectas decorreladoras, o bien por una transfomacién decorreladora que no sea unitaria.

En la practica la primera opciéon da mejor rendimiento.

12.5.2. Codificaciéon de imagenes por transformacion

La teoria de codificacién por transformacion unidimensional puede ser extendida facil-
mente a dos dimensiones convirtiendo la imagen N x M dada, u(m,n), al vector NM x 1

unidimensional u. La transformada KL de u seria una matriz M N x M N. Como se ha
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dicho antes, en la practica esta transformacién se reemplaza por la seno, coseno, Fou-
rier, Slant o Hadamadar que empaquetan una considerable cantidad de la imagen en un
pequeno numero de coeficientes.

Para hacer la codificacién por transformacién préctica, la imagen dada se divide en
pequenos bloques rectangulares y cada uno de esos bloques se codifica independientemen-
te. Esto hace que el nimero de operaciones que se necesita para calcular la transformada
se reduzca pero, conforme el tamaiio del bloque se hace menor, el ratio de compresion

también decrece.

12.6. Codificacién hibrida y DPCM de vector

12.6.1. Idea basica

Si se capta la imagen por vectores, por ejemplo, una columna cada vez, es posible gene-
ralizar las técnicas DPCM considerando predictores recursivos de vectores. La codificacion
hibrida es un método para implementar un codificador DPCM de vectores N x 1 mediante
N codificadores DPCM escalares independientes. Esto se consigue combinando técnicas
de codificacién por transformacién y predictivas. Normalmente la imagen se transforma
unitariamente en una de sus dimensiones para decorrelar los pixels en esa direccién. Cada
coeficiente de la transformacién se codifica secuencialmente en la otra direccién mediante
DPCM unidimensional. Esta técnica combina las ventajas de la simplicidad hardware de

DPCM vy el rendimiento robusto de la codificacién por transformacion.

12.6.2. Algoritmo de codificacién hibrida

Sea u,, n =0,1,..., un conjunto de N x 1 columnas de una imagen que son trans-
formadas como v, = Yu,, n = 0,1,.... Para cada k, la secuencia v,(k) se modeliza,

usualmente mediante un proceso AR de primer orden como
vp = a(k)vp—1(k) +b(k)ey(k), 1<k<N,n>0 (12.26)

Los parametros de este modelo pueden ser identificados a partir de las covarianzas de
vn(k), n =0,1,..., para cada k. Las ecuaciones DPCM para el k-ésimo canal puede ser

escrita como

Predictor: u@*(n) = a(k)v,_,(k) (12.27)

n—1
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vn(k) — ()

Entrada al cuantificador: é,(k) = 0 e (12.28)
Salida del cuantificador: €& (k) (12.29)
Filtro de reconstruccién: u*(k) = (k) + b(k) &} (k) (12.30)

El receptor més simple reconstruye los vectores transformado segun este filtro de
reconstruccién y realiza la transformacién inversa ¥ 1. Teéricamente, la transformacién
¥ deberia ser la transformacion KL de u,. En la practica se usa una transformacion

sinusoidal rapida como la seno o la coseno.

12.6.3. Codificacién hibrida adaptativa

Actualizando los pardmetros del modelo AR con variaciones en las estadisticas de
la imagen se pueden disefiar algoritmos de codificacién hibrida adaptativa. Uno de los
métodos mas sencillos es aplicar el algoritmo de control de ganancia adaptativo aunque
el método de clasificacién adaptativa da mejores resultados, especialmente en ratios bajos
(1 bit/pixel).

Generalmente la codificacién hibrida adaptativa puede mejorar las técnicas no adap-

tativas en unos 3dB, lo que es significativo a ratios bajos.

12.7. Codificacion de imagenes en color y multies-

pectrales

Las técnicas de compresion discutidas anteriormente se pueden generalizar para image-
nes en color como se muestra en la figura 12.4. Cada pixel se representa mediante un vector
p x 1. En el caso de las imagenes en color, la entrada es un vector 3 X 1 que contiene,
normalmente, los componentes R, G y B, rojo, verde y azul respectivamente. Este vec-
tor se transforma a otro sistema de coordenadas de color, YIQ) o YUV normalmente,
donde cada componente puede ser procesado por un codificador espacial independiente.
La transformacion de RGB a YUV es inmediata mediante la aplicaciéon de las siguientes

ecuaciones:
Y = 03R+0,6G+0,1B (12.31)
U = B-Y (12.32)
V = R-Y (12.33)
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Ts Codificador de Ts .
R componente R
Transformacion *
G de T2 Codificador de T2 Transformacion G*
coordenadas componente inversa
Ts Codificador de Ts .
B componente B

Figura 12.4: Codificacién de componentes de imagenes en color.

Este espacio de color es el usado en el sistema de television europea. El sistema YI(Q) es el
usado en el sistema de television norteamericana y se relaciona con el sistema YUV como
sigue: Y es la misma para los dos espacios de color e I'y () se relacionan con Uy V segin

las siguientes ecuaciones:

I = 0,74V — 027U (12.34)
Q = 0,48V + 041U (12.35)

Para la codificacién de imagenes en color se debe tener en consideracién que el com-
ponente de luminancia, Y, que representa la informacién acromética o imagen en escala
de grises, suele tener un ancho de banda mayor que los componentes de crominancia, I
y @ o Uy V, que representa la informacién de color de la imagen. Esto quiere decir que
los componentes de crominancia suelen tener menor nimero de pixels que el componente
de luminancia. El segundo punto a tener en cuenta es que la métrica de las diferencias de
color no es euclidea, es decir, que la misma potencia de ruido en diferentes componentes
de color se percibe de forma diferente.

Un método de codificacién alternativo para imagenes en color es procesar la senial de
color compuesta. Esto es util en aplicaciones de difusién en las que es desable manejar
una sola senal.

La tabla 12.2 muestra los ratios de bits por pixels para diferentes algoritmos para las

imagenes reproducidas con calidad de difusién. Estos resultados muestran que los compo-
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Ratio por Ratio
Componentes componente medio
Método codificados  Descripcién bits/componente/pixel  bits/pixel
PCM R, G, B Datos sin transformar 8 24
Y, I, Q I, @) submuestreados 8 12
DPCM con retraso Y, I, Q I, () submuestreados 2a3 2a4b
de un paso (DM)
Transformacion Y, I, Q no submuestreado Y (1.75 a 2) 2.5a3
(coseno, slant) Y, U V I Q(0.75a1)
Y, I, Q Igual que arriba con Variable la2

Y, U, V clasificacién adaptativa

Cuadro 12.2: Ratios en bits por pixel para diferentes algoritmos de codificacién de image-

nes en color con calidad de difusién

nentes de crominancia pueden se codificados desde % bit por pixel (mediante codificacién
transformacional adaptativa) a 1 bit por pixel (mediante DPCM).
Dada la flexibilidad en el disenio de codificadores, la codificacién de componentes da

mejor rendimiento que la codificaciéon de la senal compuesta.

12.8. El estandar de compresiéon de imagenes estati-
cas JPEG

12.8.1. Introduccion

Hemos visto que mediante las técnicas descritas podemos comprimir la imagen entre
1/10y 1/50 de su tamano descomprimido sin afectar visiblemente la calidad de la imagen.
Pero las técnicas de compresién por si solas no pueden ganarse el creciente mercado que
se abre a las imagenes. Por ello se hace necesario un estdndar para que diferentes sistemas
puedan compartir esas imagenes,

Durante los ultimos anos se ha hecho un esfuerzo de estandarizaciéon conocido con el
acrénimo de JPEG (Joint P hotographic Experts Group) (Grupo Conjunto de Expertos Fo-
tograficos) que ha dado como resultado el primer estdndar internacional para compresion

de imégenes digitales multinivel, tanto en escala de grises como en color. El ¢onjunto”en
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Cadificador basado en laDCT

Blogues 8x8
[
Codificador
FDCT — =1 Quantificador por
entropia

Datosdela Datos dela
. . Tablade Tablade imagen comprimida
imagen original especificaciones especificaciones

Figura 12.5: Pasos del proceso de codificaciéon basado en la DCT

el nombre viene de la cooperacion entre CCITT e ISO. De esta forma JPEG es tanto un
estandar ISO como una recomendacion CCITT.

JPEG escogié entre todos los métodos de compresién propuestos un método basado
en codificacién por transformacién usando la transformada coseno discreta (DCT) 8 x 8

pues produjo la mejor relacién calidad /compresién.

12.8.2. Pasos del proceso para codificacion basado en la DCT

Las figuras 12.5 y 12.6 muestran los principales pasos de una codificaciéon basada en la
DCT. Las figuras ilustran el caso especial de la compresién una imagen en escala de grises.
La compresion de una imagen en escala de grises puede verse como la compresion de una
sequencia de bloques 8 x 8 que forman la imagen. Se puede pensar que la codificacion de
una imagen en color puede ser, aproximadamente, la codificacién de multiples imagénes
en escala de grises que son comprimidas una cada vez o comprimida alternativamente

entrelazando los bloques 8 x 8 de cada banda.

8 x 8 FDCT y IDCT

A la entrada del codificador, la imagen original se agrupa en bloques 8 x 8, se translada
de enteros sin signo en el rango [0,2F — 1] a enteros con signo con rango [—2F "1 271 —
1] y se le da como entrada a la transformada DCT directa (Forward DCT o FDCT).
En la salida del decodificador, la transformada DCT inversa (Inverse DCT o IDCT)

devuelve bloques 8 x 8 para formar la imagen reconstruida. Las siguientes ecuaciones son
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Decodificador basado en laDCT

Decodificador
por equantificador——= IDCT
entropia
Datosdela Datosdela
imagen comprimida Tabl a d? Tablade imagen reconstruida
especificaciones especificaciones

Figura 12.6: Pasos del proceso de decodificacién basado en la DCT

las definiciones matematicas idealizadas de la FDCT 8 x 8 y de la IDCT 8 x 8:

F(u,v) = C’(2u) C’év) ZO Z%f(a:, y) cos (22 41—61)u7r cos 2y 41_61)7}” (12.36)
flz,y) = Z—:o C’(2u) Z—:o Cgv)F(u, v) cos (22 41—61)1” cos (2y T;ﬁm (12.37)

1/v/2 para u,v=0

(12 . 38)
1 en otro caso

donde: C(u),C(v) = {

La FDCT toma cada bloque 8 x8 y lo descompone en 64 seriales de una base ortogonal.
Cada una de estas senales contiene una de las 64 "frecuencias espaciales”2D tnicas que
comprenden el "espectro”’de la senal de entrada. La salida de la FDCT es un conjunto de
64 amplitudes de senal de la base o coeficientes de la DCT¢uyos valores son tinicamente
determinados por una senal de 64 puntos de entrada particular. Al coeficiente con fre-
cuencia cero en las dos dimensiones se le llama coeficiente DC7 a los otros 63 coeficientes,
coeficientes AC”. Estos nombres vienen del uso habitual de la DCT en electrénica pa-
ra analizar circuitos donde hay simultdneamente términos de corriente continua (Direct
Current) y de corriente alterna (Alter Current).

Dado que los valores de la imagen varian lentamente entre pixels consecutivos, el
proceso de la FDCT realiza la compresion de los datos concentrando la mayor parte de
la senal en las frecuencias espaciales bajas. Para un bloque tipico 8 x 8 de una imagen
tipica, la mayoria de las frecuencias espaciales tienen una amplitud cero o casi cero y no

seran codificadas.
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En el decodificador la IDCT realiza el proceso inverso. Toma 64 coeficientes DCT
(que para entonces ya han sido cuantificados) y reconstruye una imagen de 64 puntos
de salida sumando las senales base. Si la FDCT y la IDCT pudieran ser calculadas con
precisién absoluta y los coeficientes de la DCT no se cuantificaran se podria reconstruir
perfectamente la imagen original. En principio, la DCT no introduce pérdidas en la imagen
original, simplemente la transforma a un dominio en el que puede ser codificada mds

eficientemente.

Cuantificacion

Después de salir de la FDCT, cada uno de los 64 coeficientes DCT se cuantifica uni-
formemente en conjuncién con una tabla de cuantificacién de 64 elementos, que debe ser
especificada por la aplicacién o el usuario como entrada al codificador. Cada elemento de
la tabla de cuantificacion puede ser cualquier valor entero entre 1 y 255, que especifica el
tamao del paso del cuantificador para su coeficiente DCT correspondiente. El proposito
de la cuantificacién es conseguir aun mas compresion representando los coeficientes DCT
sin mas precision que la que es necesaria para conseguir la calidad de imagen deseada.
Visto de otra forma, lo que se pretende con este proceso es descartar la informacién que
no es visualmente relevante. La cuantificacién es una aplicacién muchos a uno y, por tan-
to, es fundamentamente con pérdidas. De hecho es la principal fuente de pérdidas en los
codificadores basados en la DCT.

La cuantificacién se define como una divisiéon de cada coeficiente DCT por su coefi-
ciente de cuantificacion, es decir, el tamao del paso del cuantificacién, correspondiente,

redondeado al entero mas cercano:

F(u,v

F*(u,v) = Redondeo < (v )> (12.39)
Q(u,v)

El valor de salida estd normalizado por el tamao del paso de cuantificaciéon. La de-

cuantificacion es la funcién inversa que, en este caso, significa simplemente que la norma-

lizacion se elimina multiplicando por el tamao del paso, lo que devuelve el resultado a la

representacion apropiada para la entrada de la IDCT:

!

F (u,v) = F*(u,v) * Q(u, v) (12.40)

Cuando se quiere comprimir una imagen tanto como sea posible sin artificios visibles

hace falta escoger cada tamao del paso de cuantificacién como el umbral perceptual para



284 CAPITULO 12. INTRODUCCION A LA COMPRESION DE IMAGENES

16 11 10 16 24 40 51 61
12 12 14 19 26 58 60 55
14 13 16 24 40 57 69 56
14 17 22 29 51 87 80 62
18 22 37 56 68 109 103 77
24 35 55 64 81 104 113 92
49 64 78 87 103 121 120 101
72 92 95 98 112 100 103 99

Cuadro 12.3: Tabla de cuantificaciéon de la luminancia propuesta por ISO

la contribucién de su funcién base coseno correspondiente. Estos umbrales son también
funciones de las caracteristicas de la imagen original, de las caracteristicas del visualizador
y de la distancia de vision.

La tabla 12.3 fue probada por los miembros de JPEG y aparecié en el standard ISO
como informativa, no como un requerimiento, para cuantificar la luminancia de una ima-

gen.

Codificacion DC y secuencia Zig-Zag

Tras la cuantificacion, el coeficiente DC se trata de forma separada de los 63 coeficientes
AC. El coeficiente DC es una medida del valor medio de los 64 pixels de la imagen.
Ya que normalmente hay un fuerte correlacién entre los coeficientes DC de dos bloques
8 x 8 adyacentes, los coeficientes DC se codifican como la diferencia entre el término
DC del bloque previo en el orden de codificacién, como se muestra en la figura 12.7. Este
tratamiento especial merece la pena puesto que los coeficientes DC contienen una fraccion
significativa de la energia total de la imagen.

Finalmente, todos los coeficientes cuantificados se ordenan en una secuencia en zig-
zag, como se muestra en la figura 12.8. Esta ordenacién ayuda a facilitar la codificacién
por entropia colocando los coeficientes de las bajas frecuencias, que normalmente no son

cero, antes de los coeficientes de las altas frecuencias.

Codificacion por entropia

El paso final de la codificacion basada en la DCT es la codificacién por entropia. Este

paso consigue una compresion sin pérdidas adicional al codificar los coeficientes cuantifica-
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Figura 12.7: Codificacién diferencial de los coeficientes DC
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Figura 12.8: Secuencia zig-zag para la preparacion de los coeficientes cuantificados para

la codificacién por entropia
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dos de la DCT de una forma mas compacta basdndose en sus caracteristicas estadisticas.
La propuesta de JPEG especificaba dos métodos de codificacién por entropia: Codifica-
cién de Huffman y codificacion aritmética. El modelo base de codificador—decodificador
(codec) usa cédigos Huffman pero se especifican codecs con los dos métodos para todos
los modos de operacién.

Es util considerar la codificacién por entropia como un proceso de dos pasos. El primero
convierte la secuencia de coeficientes cuantificados en zig-zag en una secuencia de simbolos
intermedia mediante RLC. El segundo paso convierte los simbolos a una secuencia de
datos en la que los simbolos no tienen ya fronteras externamente identificables. La forma
y definicién de los simbolos intermedios depende tanto del modo de operacién como del
método de codificacién por entropia.

La cdédificacién de Huffman requiere que la aplicacién especifique uno o méas conjuntos
de tablas de c6digos Huffman. Estas deben ser las mismas para comprimir una imagen
y para descomprimirla. Las tablas de cédigos Huffman pueden ser predefinidas por la
aplicacién o bien calculadas especificamente para una imagen.

El método de codificacién aritmética propuesto por JPEG, por el contrario, no requiere
ninguna tabla externa porque es capaz de adaptarse a las caracteristicas de la imagen
conforme la va codificando. Este tipo de codificacién produce entre un 5% y un 10 % maés
de compresién que los c6digos Huffman para muchas de las imagenes de prueba probadas
por los miembros de JPEG pero es mas complejo de implementar que la codificacion

Huffman.

Codificacion de imagenes en color

El modelo de imagen usado en la propuesta de JPEG es una abstraccién de diferentes
tipos de iméagenes y aplicaciones y sélo contiene lo que es necesario para comprimir y
reconstruir una imagen digital. Asi debe reconocerse que el formato comprimido de JPEG
no codifica suficiente informacién para ser una representacién completa de la imagen. Por
ejemplo, JPEG no especifica o codifica informacion sobre la razén de aspecto de los pixels,
el espacio de color o las caracteristicas de adquisiciéon de la imagen.

Una imagen fuente puede contener desde 1 a 255 componentes, a veces llamadas color
o bandas espectrales o canales. Cada componene es una matriz rectangular de elementos.
Cada elemento se define como un entero sin signo con P bits de precision con un valor en

el rango [0, 2© — 1]. Todos los elementos de todas las componentes en la misma imagen
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deben tener la misma precision P.

El i-ésimo componente tiene unas dimensiones x; por y;. Para acomodarse a formatos
en los que algunas componentes estan muestreadas a diferentes razones que otras, las com-
ponentes pueden tener dimensiones diferentes. Las dimensiones deben tener una relacion
mutua, definida por H; y V;, los factores de muestreo relativo horizontal y vertical, que
deben ser especificados para cada componente. Las dimensiones totales, X e Y se definen
como el maximo z; e y; de todas las componentes de la imagen y puede ser cualquier
nimero hasta 26, H y V sélo pueden ser enteros entre 1 y 4. Los pardmetros codificados
son X, Y y H; y V; para cada componente. La decodificacién reconstruye las dimensiones

de x; e y; para cada componente de acuerdo a la relacién mostrada en la equacién 12.41:

H,
p= (X

Vi
N 12.41
vo= [V x (12.41)

donde [ | representa la funcién redondeo por exceso.

Para la codificaciéon de las bandas, JPEG propuso la realizaciéon de un entrelazado
generalizado de las bandas consistente, basicamente, en entrelazar bloques 8 x 8 codifi-
cados de cada banda en lugar de entrelazar pixels. Ademas JPEG permite que algunos
componentes se entrelacen y otros no lo hagan en la misma imagen comprimida.

Ademas de controlar el entrelazado o no entrelazado los componentes, los codecs JPEG
deben controlar la aplicacién de las tablas de datos adecuadas al componente adecuado.
Se tiene que usar la misma tabla de cuantificacién y tabla o tablas de codificaciéon por
entropia a todos los elementos de cada componente. Ya que JPEG puede almacenar varias
tablas de cuantificacién y de codificaciéon por entropia también debe tener mecanismos
para cambiar de tabla durante la decodificaciéon de una imagen que contenga varios compo-
nentes, posiblemente entrelazados, para asi poder aplicar la tabla adecuada al componente

adecuado.

Compresiéon y calidad de la imagen

Para imagenes en color con escenas moderadamente complejas todos los modos de
operacién basados en la DCT producen los siguientes niveles de calidad de imagen en
funcion de los niveles de compresion. Estos niveles son sélo guias ya que la calidad y la

compresion pueden variar mucho dependiendo de las caracteristicas de la imagen. Las
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unidades usadas son bits/pixel obtenidos como la media del nimero total de bits de la

imagen comprimida dividido entre el nimero de pixels de la imagen.

0.25-0.5 bits/pixel: calidad moderada a buena, suficiente para algunas aplicaciones;

0.5-0.75 bits/pixel: calidad buena a muy buena, suficiente para muchas aplicaciones;

0.75-1.5 bits/pixel: calidad excelente, suficiente para la mayoria de las aplicaciones;

1.5-2.0 bits/pixel: normalmente indistinguible de la original, suficiente para las apli-

caciones que requieren maxima calidad.

12.8.3. Modelo Base y otros codecs secuenciales basados en la
DCT

El modo de operacion secuencial propuesto por JPEG consiste en la FDCT y los pasos
de la cuantificacion descritos en la seccion 12.8.2. Ademads del codec base, se definen otros
tipos de codecs para dos diferentes tipos de precisién (8 y 12 bits) y dos tipos diferentes
de codificacién por entropia (Huffman y aritmética).

La codificacién secuencial base se usa para imagenes con 8 bits por pixel para cada
banda y usa solamente codificacién Huffman. Se diferencia también de otros codecs en
que sélo puede almacenar dos tablas de c6digos Huffman (normalmente una para los
coeficientes AC y otra para los DC). Esto significa que si hay varias bandas, éstas deben
compartir las tablas de cédigos.

Para las aplicaciones que usan componentes de color esta limitaciéon raramente lo es
porque se usan espacios de colores como YUV que representan la informacién cromatica
(el color) en dos bandas y la informacién acromdtica (escala de grises) en una tercera y
consiguen mejor compresion que la escala RGB. De esta forma se puede usar una tabla de
cédifos Huffman para la componentes acromatica y otra para las componentes cromaticas.
Ya que las estadisticas de los coeficientes DCT son similares para las componentes de
crominancia de la mayoria de las imdgenes una tabla de cédigos Huffman puede codificarlas

casi tan 6ptimamente como dos.



Apéndice A

Modelos de Vision

Cuando comienza la reflexion filoséfica ésta se centra en la percepcién del mundo exte-
rior. El individuo se queda perplejo ante la existencia de un mundo de objetos que puede
ver si mantiene los ojos abiertos y hay suficiente luz. Los objetos se mueven, también pue-
de moverse el observador y sin embargo sigue viendo ahi un mundo estable y organizado.
También percibimos formas y colores e incluso creemos que podemos percibir, cuando no
hay objetos, dependiendo de nuestra memoria, nuestras imagenes mentales o incluso la

fuerza de la imaginacién.

Todo lo que hemos dicho parece obvio. Sin embargo, la historia de la Filosofia y Psi-
cologia nos demuestra lo dificil que es encontrar una explicacién razonable de como se
produce la percepcién. ;Toda la informacién necesaria para la percepcion estd en el mundo
externo o aportamos conocimiento interno a la percepcién?. Preguntas como ésta y otras
muchas ya fueron estudiadas por los filésofos griegos. Los psicélogos también abordaron
el problema, mientras que Hermann von Helmhotz pensaba que no habia suficiente infor-
macion en el estimulo exterior, J.J. Gibson argumentaba que los sentidos pueden extraer

directamente del ambiente la informacion que es necesaria para sobrevivir.

Dos nuevas lineas de investigacién entran en la discusién sobre la percepcién. Por una
parte la dedicada a determinar la sensibilidad de determinadas células nerviosas dando
lugar a los modelos reduccionistas y la que a nosotros mas nos ocupa, la que veremos en

la seccién siguiente

Con la llegada de los ordenadores, otro grupo de investigadores comenz6 a analizar los
procesos de percepcion visual. Para estos investigadores el desafio no estaba en descubrir

como se produce la percepcion, la idea final era analizar como era posible la percepcién en

289
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cualquier clase de organismo o aparato mecdnico. El objetivo era pues disefiar maquinas
y programas que “vieran”.

Después de unos malos comienzos en los finales de los 50 y comienzo de los 60, estu-
diantes de percepcion iniciaron una linea de trabajo que se denominé andlisis de escenas
([4], [35]). Un programa de investigacién tipico tomaba una imagen, usualmente un di-
bujo, siendo el objetivo interpretar la imagen en funcién de los objetos que en el habian,
establecer sus relaciones y describir los propios objetos. Asi investigadores como David
Waltz fueron capaces de crear programas que interpretaban dibujos que contenian sélo
bloques. El problema era que tanto en este como en otros programas, los mecanismos
usados no eran en absoluto psicolégicamente plausibles.

Era obvio que si queriamos avanzar en el concepto de visién artificial era necesario
considerar no solo la percepciéon de un tipo particular de imagen o micromundo, era
necesario atacar el proceso de percepcién a un nivel mas fundamental, el objetivo deberia
ser producir un mecanismo que, con independencia de su posible similitud con los usados
por los seres animados, pudiera al menos tratar todo el rango de escenas que se pueden
percibir asi como el abanico completo de tareas perceptuales que incluirian la percepcién
de movimiento, profundidad, textura y otras variables que hacen el sistema de vision
humana tan potente. Era obvio que era el momento, era entonces posible combinar la
psicologia, las ciencias neurolégicas y la inteligencia artificial. Era el momento para que

apareciera el gran investigador de la visién, David Marr.

A.1. El trabajo de David Marr

Aunque la vida investigadora de David Marr fue muy corta, ésta fue extremadamente
productiva. Formado en el campo de la neurofisiologia en Cambridge, Inglaterra, co-
menz6 su investigacién con el estudio del funcionamiento del cerebellum. Pronto descu-
brié que las cuestiones mas importantes sobre la conducta nunca podrian tener respuesta
mirando sélo al cerebro. Como €l decia, ni tan siquiera si conocieramos el funcionamiento
de cada célula y cada conexion. Era como si intentasemos comprender el vuelo examinan-
do sélo las alas de un péjaro. Para entender el problema de la percepcion era necesaria
una teoria que tuviera en cuenta los problemas que aparecen en la percepcién de objetos,
como las restricciones que aparecen pueden ser contraatacadas y como puede llevarse a

cabo su implementacion en mecanismos particulares que podrian ir de los ordenadores al
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cerebro. Estas ideas estimularon a Marr para comenzar su trabajo en Inteligencia Artifi-
cial en el Instituto Tecnolégico de Massachusetts desde 1973 hasta su muerte de leucemia
en 1980.

En este breve periodo, Marr disefié un programa sobre como aproximar la percepcién
visual en particular y de como estudiar sistemas de conocimiento en general. Un punto
fundamental en su teoria fue la creencia de que la vision es la construccion de descripciones

simbolicas eficientes de los objetos que se encuentran en el mundo.

A.1.1. Niveles del Analisis de Escenas

Marr sostenia que los procesos de la vision son sistemas complejos de procesamiento de
informacion. Es obvio que el término proceso es muy amplio y que incluye como ejemplos
las suma, la obtencién de la trasformada de Fourier o incluso ir de compras.

Es fundamental entender bien un proceso a diferentes niveles: el primer nivel, el mas
abstracto recibe el nombre de teoria de la computacién y se refiere a qué se hace y por
qué, el segundo nivel del proceso implica escoger dos cosas: una representaciéon para la
entrada y la salida del proceso y un algoritmo por medio del cual pueda entenderse la
transformacién, podria decirse que este segundo nivel del proceso se refiere al como del
proceso. El tercer nivel se refiere al mecanismo en el cual ha de realizarse fisicamente el
proceso.

Veamos estas ideas con un ejemplo simple, la suma. La teoria de la computacion nos
diria que la suma es una proyeccién, que normalmente se indica por +, de pares de nimeros
en numeros individuales. Esta proyeccion tiene una serie de propiedades abstractas, que
pueden y deben entenderse como restricciones, y que son conmutatividad, asociatividad,
la existencia de elemento neutro y también la existencia de elemento simétrico. Pasemos
ahora al segundo nivel. Como representacion podemos escoger los nimeros arabigos y
como algoritmo el cldsico de la suma. Aqui es importante sefialar que hay una amplia
posibilidad de representaciones y que muy seguramente el algoritmo a usar depende mu-
cho de la representacién. Llegamos ahora al tercer nivel, el mecanismo en el cual ha de
realizarse fisicamente el proceso, es obvio que la suma de dos nuimeros puede realizarse
por un nifio de derecha a izquierda, llevdndose un digito cuando sea necesario y éste puede
ser el mismo algoritmo que emplee una caja registradora, pero es obvio que la realizacion
fisica de ambos es bastante diferente. No hace falta hacer hincapie en la importancia de

entender bien los conceptos de la teorfa de la computacién (ver [28] pg 36).
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Volvamos a los tres niveles de descripcion para los problemas de percepcién visual. En
este caso, los tres niveles estan relacionados de un modo laxo y que algunos fenémenos sélo
pueden ser explicados a determinados niveles. Por ejemplo, una observacion psicofisica de
como un estimulo afecta a la visién debe formularse al nivel apropiado. La psicofisica
estd relacionada mas directamente con el nivel de algoritmo y reperesentacién. Diferentes
algoritmos tienden a fracasar cuando se les lleva a los limites de su rendimiento o se les
priva de su informacion critica. La psicofisica también puede ayudarnos a determinar la
naturaleza de la representacién (ver [28] pg 35).

De igual modo es obvio que la neuroanatomia esta vinculada principalmente al tercer
nivel, el de la realizacién fisica del calculo. Lo mismo ocurre con los mecanismos sinapticos,
los potenciales de accion, las interacciones inhibidoras, etc. La neurofisiologia, dedicada
en una parte a la forma en que los procesos visuales se implementan en el cerebro también
esta relacionada con este nivel.

La explicacién de un proceso puede también realizarse a uno o varios niveles. La am-
bigiiedad del cubo de Necker podria explicarse por una parte con la existencia de una red
neural biestable pero también seria preciso mencionar la existencia de dos interpretaciones
tridimensionales diferentes y totalmente plausibles de esta imagen bidimensional.

Veamos, una vez descritos los sistemas de procesamiento de la informacién en general,
como concebia Marr los sistemas visuales mas avanzados, para pasar a estudiar con mas
detalle su modelo en las secciones siguientes. Segin cuenta el propio autor ([28] pg 42) su
forma de enfocar estos problemas estuvo muy influida por una conferencia ofrecida por
Elizabeth Warrington en el MIT en octubre de 1973, en esta conferencia se describian las
capacidades y limitaciones de los pacientes que habian sufrido una lesion parietal izquierda
o derecha. Aquellos pacientes que sufrian lesiones en el lado derecho podian reconocer un
objeto comun siempre que la perspectiva de la que gozaban de él fuera sencilla. No sélo
reconocian el objeto, también sabian su nombre y sus aspectos semanticos. Si el punto de
vista no era sencillo, por ejemplo un cubo de agua visto desde arriba, no lo reconocian
e incluso negaban vehementemente que pudiera ser un cubo. Los enfermos con lesiones
en el parietal izquierdo se comportaban de modo distinto. A menudo habian perdido el
lenguaje, de modo que no podian nombrar el objeto observado o exponer su propésito
y aspectos semanticos, pero percibian y expresaban su geometria incluso en perspectivas
dificiles.

Era pues obvio, segiin el autor, que en primer lugar la representacion de la forma de

un objeto estd almacenada en un lugar diferente y, por tanto, es algo bastante distinto a
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la representacion de su uso y proposito. En seqgundo lugar, por si misma la vision puede
arrojar una descripcion interna de la forma de un objeto observado incluso cuando no se
le reconoce en el sentido convencional de entender su uso y su proposito.

LLegamos asi a la idea fundamental: la visién nos habla acerca de la forma, el espacio
y la disposicién espacial. El objetivo de la visén es pues la construccién de las formas y
las posiciones de las cosas a partir de las imagenes.

Pero, aunque es muy deseable que la visién nos ofrezca una descripciéon completamente
invariante de la forma a partir de una imagen, casi con toda seguridad serd imposible
conseguirlo en un tunico paso. El marco tedérico que se describe en el trabajo de Marr
divide la extracciéon de la informacion sobre la forma en tres etapas de representacién que
estudiaremos en las secciones siguientes: la representacién de las propiedades de la imagen
bidimensional, tales como los cambios de intensidad y la geometria local bidimensional
(el esbozo primitivo); la representacién de las propiedades de las superficies visibles en un
sistema de coordenadas centrado en el observador, como la orientaciéon de la superficie,
la distancia que le separa del observador y las discontinuidades en estas cantidades, la
reflectancia de la superficie y alguna descripcién tosca de la iluminacién reinante (el esbozo
2% D | y una representacién centrada en el objeto de la estructura tridimensional y de la
organizacién de la forma observada, junto con alguna descripcién de las propiedades de
su superficie Representacion de modelo 3 D).

Es importante hacer notar que los detalles de la teoria de la visiéon de Marr no son
necesariamente correctos, ver [36], sin embargo su aproximacién es sin lugar a duda la de

mas éxito entre las aproximaciones recientes a la vision.

A.2. El Esbozo Primitivo

Los principales factores responsables de los valores de intensidad de una imagen son
cuatro: (1) la geometria, (2) la reflectancia de las superficies visibles, (3) la iluminacién de
la escena y (4) el punto de observacién. En una imagen todos estos factores se entremezclan
(ver [50], cap. 1) . El propésito del procesamiento visual inicial es el de descubrir cuales
son los cambios que se deben a cada factor y crear representaciones en las que se distinga
entre todos ellos.

Segin Marr este objetivo se alcanza en dos etapas. Primero se obtienen representa-

ciones adecuadas de los cambios y estructuras de la imagen, lo que implica operaciones
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como la deteccién de cambios de intensidad, la representacién y el andlisis de la estructura
geométricas local y la deteccion de ciertos efectos de iluminacién como las fuentes de luz
y la transparencia. Esta representacién constituye como ya hemos dicho el esbozo prima-
rio. Sobre ella actuan varios procesos como la estereoscopia y el movimiento, (recordemos
el concepto de proceso con tres pasos fundamentales), para derivar una representacién
todavia retinocéntrica de la geometria de las superficies visibles. Esta representacion se
denomina como ya sabemos esbozo 2% D.

El algoritmo ideado por Marr y Hildreth [29] para la construccién del esbozo primario
en bruto comienza con la transformacién de la representacién en niveles de gris en varias
representaciones independientes, suavizadas a diferentes escalas, esto es asi porque en
las imagenes naturales los cambios de intensidad tienen lugar sobre una serie de escalas
diferentes.

En resumen, Marr y Hildreth proponen que la imagen se pase a través de una serie de
dos o mas filtros gausianos que sustituyan la matriz de intensidades en la imagen I por
una serie de matrices de valores G x I que denota la convolucién de la imagen original con
un filtro gausiano. Los diferentes filtros gausianos se obtienen con diferentes desviaciones
tipicas en la distribucién de Gauss (ver figura A.1).

Con ello llegamos a la segunda operacién que realiza el algoritmo de Marr y Hildreth:
la localizacién de los cambios de intensidad en las multiples representaciones de la imagen
con diferente borrosidad. Esta se hace detectando los cruces por cero de la imagen que
se obtiene aplicando el laplaciano V? a la imagen emborronada, es decir encontrando los
ceros de V2(G * I, observemos que para calcular donde hay variacién mds rédpida en una
funcién calculamos o bien los méximos de la primea derivada o los pasos por cero de la
segunda (ver figura A.2).

Es obvio que es necesario combinar los pasos por cero a diferentes escalas. Marr y
Hildreth [29] sugieren un paso final en el que se combinen la informacién sobre los pasos
por cero de cada filtro V2G por separado.

La primera regla para la combinacién de las salidas de los filtros V2G que construyan el
esbozo primario en bruto es que se coloque en el esbozo un segmento de borde alli donde
los segmentos de pasos de cero de filtros de similar anchura se emparejen. En algunas
situaciones, un segmento de pasos de cero en un canal ancho puede emparejarse por otros
dos paralelos de contraste opuesto en un canal estrecho; esta situacion se representa en
el esbozo primario en bruto por una barra. Los extremos de las barras se representan

mediante terminaciones, y los bucles cerrados de los elementos de borde se representan
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Figura A.1: Imagen original (arriba) hecha borrosa por filtros gausianos de dos amplitudes

diferentes (abajo)
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(a) (b) (c)

Figura A.2: (a) Intensidad, (b) Derivada Primera (c) Derivada segunda
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Figura A.3: Resultado de pasar una imagen (superior izquierda) a través de filtros VG
con tres amplitudes diferentes, estrecho (superior derecho), intermedio (inferior derecho)

y ancho (inferior derecho)
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Figura A.4: en (a) y (b) se muestran los pasos por cero de la imagen en figura con un filtro
estrecho y otro ancho, cuando se combinan ambas, las localizaciones de las manchas, los

segmentos de borde y las barras se muestran en (c), (d) y (e)

mediante manchas.

Por tanto, el esbozo primario en bruto es una representacién simbodlica de la imagen
en cuatro sefiales diferentes: segmentos de borde, barras, terminaciones y machas, que

denotan cuatro tipos diferentes de cambio de intensidad (ver figura A.4).

Marr propuso (ver [28] pg 72-73) que las células de la retina y del cértex visual de los
mamiferos funcionaban para localizar pasos de cero en la imagen retiniana, lo que es ttil
como primer paso hacia la recuperacién de la informacion acerca de los bordes presentes
en el mundo. Una comparacién de los pasos de cero encontrados por series de células
con campos receptivos de diferentes tamafnos conduce a una serie de afirmaciones sobre

los rasgos presentes en cada posicién de la imagen. Este conjunto de declaraciones es el



298 APENDICE A. MODELOS DE VISION

esbozo primario en bruto.

El algoritmo de Marr y Hildreth trabaja sobre los elementos del esbozo primitivo
como sigue, cada uno de los elementos del esbozo tiene asociados atributos de orientacion,
contraste, longitud, anchura y posicion. La representaciéon de una linea recta consistiria en
una terminacion, después varios segmentos con la misma orientacién y a continuacion una
terminacién final. Como ya hemos visto el esbozo primario en bruto es una representacion
muy compleja y confusa de la que hemos de recuperar las estructuras globales, asi como
las estructuras internas y la textura superficial.

Esto se logra en el siguiente estadio del procesamiento visual temprano, mediante la
asignacionrecurrente de indicadores de lugar a pequeias estructuras o conjuntos de estruc-
turas, en el esbozo primario en bruto. Estos indicadores de lugar se afiaden sucesivamente
para formar unidades mayores de un modo ciclico. Los indicadores de lugar pueden defi-
nirse mediante la posicién de una mancha o de una pequena linea o un borde; mediante
la terminacién de un borde o linea mas largos, omancha alargada, o por una pequena
agregacion de indicadores. La agregacién de estos indicadores de lugar puede proceder
por agrupamiento de indicadores préximos basados en cambios de densidad espacial (ver
figura A.5), por agregacién curvilinea, que produce contornos juntando items alineados
que estan proximos entre si (ver figura A.6) y finalmente por la agregacién theta. La agre-
gacion theta implica el agrupamiento de items orientados similarmente en una direccién
que depende, pero difiere, de sus orientaciones intrinsecas (ver figura A.7).

Asi, el agrupamiento conjunto de los indicadores de lugar depende de la proximi-
dad local (se combinan elementos adyacentes) y de la similitud (se combinan elementos
orientados de modo similar), pero puede también influir en las estructuras detectadas con-
sideraciones mas globales. Por ejemplo en la agregacién curvilinea, el principio de clausura
podria permitir que se unieran dos segmentos borde, aunque el contraste a lo largo de los
segmentos borde fuera diferente debido a los efectos de la iluminacién (ver figura A.8). Por
tanto, el programa de Marr y Hildreth incorpora muchos de los principios de la Gestalt.?

La aproximacién de Marr a la vision enfatiza que debemos considerar lo que los su-
puestos generales acerca del mundo pueden implicar en el procesamiento visual, para

asi reducir el margen de posibles interpretaciones de una imagen particular. Los principios

! Los psicélogos de las Gestalt se identificaban con la muletilla: la totalidad es més que la suma de las
partes y una serie de leyes que fueron presentadas como una manifestacion de la ley de la pregnancia: de
varias organizaciones geométricas posibles, la que de hecho tendra lugar serd aquella que posea la mejor,
la mas simple y la mas estable de las formas.
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Figura A.5: Agrupacién de puntos. a, b y ¢ se agrupan en A
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Figura A.6: Agrupacién curvilinea. a, b, ¢, d y sucesivos se agrupan en A
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Figura A.7: Ejemplo de agregacién theta

de organizacion de la Gestalt pueden funcionar porque reflejan un conjunto de supuestos
razonables que pueden hacerse acerca del mundo de los objetos fisicos y biolégicos. No
obstante, tener una serie de principios descriptivos, aunque sepamos por qué funcionan,
todavia es s6lo un punto de partida para una teoria completa del procesamiento de infor-
macién en los procesos de agrupamiento. Necesitamos saber como pueden aplicarse tales
principios a los elementos primitivos recuperados a partir de las imagenes-bordes, man-
chas y demds para recuperar las estructuras presentes potencialmente significativas. Es la
investigacion en Inteligencia Artificial la que ha tratado de proporcionar dicha teoria del
proceso de organizacién perceptual, que es mucho mas potente que una teoria simplemene

descriptiva, tal como la de los guestaltistas o de investigadores mas recientes como Julesz
2

2Julesz estudi6 [23, 24]) el agrupamiento por similitud de modo que incluyera imégenes de textura
natural en las que el brillo y el color variasen tanto como la inclinacién y la configuarcén de los elementos,
Julesz sugirié que una regién de brillo similar o de longitud de onda similar podia agruparse junta, en la

medida que fuera distinta respecto de otra regiéon donde el brillo medio o la longitud de onda difiriera de
la primera.
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Figura A.8: Agrupacién curvilinea junto con clausura puede revelar el contorno a-b-c-d
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Figura A.9: Osito de peluche, esbozo primario en bruto y agrupamiento

El éxito del programa de procesamiento temprano de Marr puede juzgarse por su
habilidad para recuperar los contornos ocluidos en la imagen del famoso osito de peluche
(ver figura A.9). y revelar los contornos interiores del osito que corresponden a las siluetas
de los ojos nariz y hocico. Estas estructuras se recuperan sin recurrir a conocimiento de

alto nivel. El programa de Marr trabaja soélo con propiedades generales.

El programa de Marr recurre al conocimento de alto nivel sélo en caso de ambigiiedad,
como en el caso de la imagen de la planta (ver figura A.10). Los procedimientos de
segmentacion fallan al separar los contornos de dos hojas que se superponen. Hace falta
que el programa conozca que los diferentes segmentos de contorno no corresponden a una
sola estructura. Este conocer del programa se suplird cuando tengamos acceso a la visiéon

estereoscopica.
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Figura A.10: (a) Hoja, (b) esbozo primario en bruto, (c) y (d) algunas agrupaciones
curvilineas, (e) la separacién no es posible (f) y (g) estructuras separadas tras decirle que

los elementos de 1 y 2 no van juntos
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A.3. Hacia el esbozo 2% D. Percepcion de la profun-

didad y el movimiento

Como ya sabemos Marr veia como objetivo del procesamiento visual temprano la
producci’on de una descripcién de las superficies visibles del entorno, de modo que su
disposicion ordinal y su distribucién se describieran con respecto al observador. A esta
descripcién la llamo esbozo 2% D y ésta se cosntruye a partir de varias fuentes diferentes.
El contorno, la textura y la informacién de los contornos disponoble en el esbozo primario,
la estereopsis y el andlisis de los movimientos presentes, todo interviene en este esbozo, que
actua como un almacén de memoria en el que las soluciones parciales pueden almacenarse
como producto del procesamiento. Analizaremos ahora antes de seguir con el esbozo 2% D,
el movimiento y la estereopsis. La percepcion de la profundidad y el movimiento exige que
se calculen las correspondencias entre las imdgenes retinianas desplazadas en el tiempo

(de un instante al siguiente) y en el espacio (de cada 0jo).

A.3.1. Percepcion Estereoscopica

La psicologia de la percepcién ha estado dominada por la aparente paradoja de la
tercera dimension en visién. Después de todo, aunque curvada la imagen retiniana es
esencialmente bidimensional, a pesar de que nuestra percepcion sea de un mundo en tres
dimensiones ; Como puede recuperarse la profundidad?.

En un rango fijo, los animales con campos visuales que se solapan tienen disponible
una informacién estereoscépica a partir de las imagenes dispares obtenidas en los dos ojos.
Cada ojo tiene una perspectiva del mundo ligeramente diferente, debido a la separaciéon
horizontal de los dos ojos. Si abrimos y cerramos cada ojo alternativamente parecerd que
el mundo se desplaza lateralmente.

La figura A.11 muestra las propiedades geométricas de las dos imdagenes retinianas
que dan lugar a la disparidad. Si enfocamos los dos ojos hacia el objeto A, se dice que
las imdgenes proyectadas por A en cada ojo se encuentran en puntos correspondientes en
las dos retinas. Sin embargo, las imagenes proyectadas por objetos como B incidiran en
puntos dispares en las dos retinas, es obvio que la cantidad de disparidad dependera de
la distancia entre A y B. De este modo puede entenderse que si el cerebro es capaz de
calcular la disparidad, obtendra informacién precisa sobre las distancias relativas de los

objetos en el mundo. Es importante hacer notar que se ha observado que la disparidad se
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8

Figura A.11: Los ojos enfocan a A y se proyectan en los puntos de las retinas a; y as. B

se proyecta en dos puntos méas dispares
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Figura A.12: Estereoscopio de Wheatstone

procesa en la via visual en una etapa temprana.

Volviendo ahora a la evidencia psicoldgica, la importancia de la informacion de dis-
paridad para la percepcién de la profundidad puede demostrarse facilmente. Es posible
crear fuertes impresiones de profundidad a partir de dibujos mediante el envio a cada ojo,
separadamente, de la proyeccién que el ojo veria si el objeto, de hecho, se presentara en
profundidad. Normalmente, se le atribuye a Wheatsone (1838) la invencién del primer
estereoscopio, éste se muestra en la figura A.12.

Fusionar iméagenes requiere que las disparidades entre las imagenes de los dos ojos se
interpreten a partir de objetos individuales con localizaciones tinicas en el espacio. Para
lograr esta interpretacion se requiere a la vez, que decidamos qué partes de la imagen de
un ojo corresponden a determinadas partes en la imagen del otro ojo.

Aunque existian investigaciones anteriores, fue Bela Julesz quien en los afios sesenta,
resumido en su libro de 1971, desarroll$ estereogramas (ver figuras A.13 y A.14) de puntos
aleatorios como una herramienta para explorar los procesos de estereopsis.

Basado en los resultados obtenidos con estos estereogramas, Julesz propone que la es-
tereopsis se lleve a cabo mediante una comparacién punto por punto de los puntos con un
mismo valor de brillo. Sin embargo, esto lleva al problema de ambigiiedad en el proceso de

acoplamiento como muestra la figura A.15. Aunque son varios los posibles acoplamientos
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Figura A.13: Estereograma de puntos aleatorios. Si este par estereo fuese visto en un

estereocopio se veria un cuadrado flotando por encima del fondo

Figura A.14: (a) y (b) son las dos mitades de un estereograma de puntos aleatorios sim-
plificado. Con una zona circundante comun (S) y una zona central (A) desplazada hacia
la derecha en (a) y la izquierda en (b). El resto se ha llenado con més textura (X e Y).
Construyendo tal estereograma se observa un cuadrado central flotando por encima del

fondo como se muestra en (c).
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Figura A.15: El acoplamiento que se ve es el mostrado por los puntos negros
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solo persiste uno. Marr y Poggio sugieren entonces como principios generales del mun-
do fisico pueden servir para restringir los acoplamiento que se toleran en la estereopsis.
Segun los autores para que dos elementos de imagen (uno en cada ojo) correspondan a
la misma zona de la superficie deberian tener descripciones fisicas similares (restriccién
de compatibilidad), es decir puntos negros deberian acoplarse con puntos negros. Ademads
cada punto deberia tener un tinico acoplamiento (restriccién de unicidad). Finalmente, la
restricciéon de continuidad nos dice que la disparidad deberia variar suavemente casi en
todos los lugares de la imagen.

Si estas restricciones son aplicadas a los posibles acoplamientos de estereogramas de
puntos aleatorios se puede obtener un algoritmo que resuelva este tipo de estereograma
([32]) aplicando las tres reglas de acoplamiento, simultaneamente. Sin embargo, para la
estereopsis humana el algoritmo propuesto por Marr y Poggio no es satisfactorio.

Julesz y Miller ([25]) mostraron que el ruido de alta frecuencia espacial afiadido a
los esterogramas no desbarataba la fusién binocular obtenida con tal de que no hubiera
superposicion entre las frecuencias espaciales del ruido y la imagen. Esta fue una de las
varias demostraciones de que el emparejamiento estereo puede proceder dentro de canales
sintonizados a una frecuencia espacial diferente. Esta observacién llevé a Marr y Poggio
([33]) a formular un nuevo algoritmo en el que el acoplamiento se realizaba a escalas
espaciales cada vez mas finas y entre los cruces por cero localizados dentro de canales
independientes de V2G x I. Sin embargo, este algoritmo también tiene sus limitaciones.
(ver [5] pagina 237 y ss, y [20], pagina 43). Recientemente el algoritmo estereo PMF (ver

[5] v [20]) podria ser la clave de la visién humana estéreo.

A.3.2. Percepcion del Movimiento

La mayor parte de los animales, incluyéndonos a nosotros mismos, exploran activa-
mente y muestrean sus mundos visuales con los movimientos del ojo, la cabeza y el cuerpo,
y los movimientos de las cosas en el mundo pueden indicar sucesos de interés o peligro.

i, Cuales son las consecuencias del movimiento en el mundo, bien de los ojos o de los
patrones de estimulos en la retina?. Es obvio que para este problema hemos de considerar
que estamos ante un patrén de intensidades que varia no sélo espacialmente sino también
temporalmente. Cualquier movimiento que se produzca por parte del observador, bien
en su cuerpo, la cabeza o los ojos producird una transformacién en la imagen retiniana

completa, una transformacion que recibe el nombre de flujo 6ptico.
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Figura A.16: Campo de flujo éptico para un piloto aterrizando un avién

Si por ejemplo, un observador mueve su cabeza de izquierda a derecha se produce un
flujo lateral de informacién a través de la retina. Otro ejemplo de flujo 6ptico es el que ve
un piloto cuando estd aterrizando un avién (ver figura A.16). El flujo 6ptico que resulta
de nuestros movimientos nos informa de nuestros propios movimientos. Esto se demuestra
informalmente en situaciones donde el flujo éptico sélo produce la falsa impresion de que
nos estamos moviendo, un ejemplo se produce cuando creemos que nuestro propio tren
sale de la estacién cuando sélo el tren vecino estd entrando. Ademads de informarnos sobre
nuestros propios movimientos hay evidencia de que los observadores humanos usan los
patrones en expansién del flujo 6ptico para informarnos sobre el tiempo para contactar
con una superficie hacia la que nos dirigimos y por tanto para recuperar informacion sobre
la distancia a dicha superficie.

En contraste con los patrones globales de flujo 6ptico producidos por el movimiento
del observador, el movimiento de un objeto en el mundo producird una distorsién en
el patron en la retina. Estos patrones de distorsién local pueden informarnos a su vez

de las estructura tridimensional en movimiento. Tal vez el ejemplo mas famoso es el de
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Figura A.17: La demostracién de los puntos iluminados

figuras humanas proporcionado por la demostracién de Johansson. Johansson (ver [22])
iluminé puntos de articulaciones (hombros, codos, rodillas, etc) de actores y los filmé en la
oscuridad de forma que sélo esos puntos fueran visibles (figura A.17). Cuando el personaje
no se movia el objeto no tenia significado, pero tan pronto como comenzaba el movimiento,
se podian ver las formas humanas, y los movimientos ser descritos precisamente. Es obvio
por tanto que el patrén completo de flujo debe ser descompuesto en diferentes componentes
de traslacion y rotacién, para que por una parte informe al observador de la naturaleza
de sus movimientos en el mundo y para revelar los patrones residuales de movimiento
atribuibles a sucesos en el mundo que son externos a los movimientos del observador.

,, Como ordena el sistema visual todas estas diferentes componentes de movimiento?.
., Cémo se relaciona el andlisis del movimiento con el analisis de las estructuras en el
mundo?.

La persistencia y utilidad del movimiento visual constituye una de las mayores influen-
cias en el desarrollo de la teoria de la percepcion directa de Gibson ([11]), en esta teoria
el autor niega que la percepcion visual lleve asociada inferencia a partir de imagenes reti-
nianas instantadneas. En su lugar Gibson defiende que la informacién para especificar las
estructuras en el mundo y la naturaleza de los movimientos de un observador se detectan

a partir de los patrones dindmicos de flujo éptico.
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Figura A.18: (a) Una imagen consistente en un cuadro que se mueve contra un fondo
estacionario. (b) Su representacién en el campo de velocidad, especificando la velocidad

y direccién del movimiento en cada regién de la imagen

Aunque se podria estar de acuerdo con Gibson en que las transformaciones en la es-
tructura de la luz que llega a un observador son una fuente esencial de informacién, sin
embargo es posible rechazar una teoria de la percepcién directa. Las evidencias contri-
buyen a una teoria computacional de la informacién disponible en el flujo 6ptico. Para
comprender cémo se obtiene esta informacién, necesitamos elaborar algoritmos capaces de
extraerla a partir de una imagen retiniana que varia con el tiempo y, luego, preguntarnos
si estos algoritmos se encuentran implementados en los sistemas nerviosos.

Podemos definir la etapa temprana de procesamiento de movimiento como aquella
que tiene como entrada una matriz, que varia con el tiempo, de valores de intensidades
de grises, y que produce como salida el campo de la velocidad; una matriz de medidas
de velocidad de las iméagenes en cada pequefia regién de la imagen, las cuales pueden a
la vez utilizarse como entradas de otros procesos que obtengan propiedades de alto nivel
del movimiento de la imagen. Puesto que la velocidad es un vector, cada medida debe
especificar tanto la direccién como la magnitud del movimiento. (ver figura A.18).

Analicemos ahora el procesamiento temprano del movimiento segin el modelo de Marr.
El objetivo del procesamiento temprano del movimiento es obtener los valores de la ve-
locidad a partir de los valores de intensidad variables en el tiempo. ; Cémo se puede
conseguir esto?. Primero, hay que tener en cuenta que la velocidad no se puede determi-

nar a partir de los cambios de intensidad en un solo punto. La figura A.19 nos muestra
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Figura A.19: Gradientes de intensidad de luz pasando sobre una fila de receptores

dos gradientes de intensidad que se mueven sobre una fila de receptores. Conforme pasa
sobre cada uno de éstos, la intensidad de la luz aumenta. Sin embargo, este cambio no
nos proporciona informacién sobre la direccién del movimiento (dos bordes moviéndose
en direccién opuesta producen el mismo efecto). Tampoco tenemos informacién sobre la
velocidad de movimiento del borde: una determinada tasa de cambio de intensidad podria
venir provocada por un borde fino que se mueve lentamente o por uno difuso moviéndose
rapidamente. Naturalmente, las medidas de velocidad deben obtenerse por medio de algtin
calculo realizado sobre valores de intensidad en un ntmero de receptores contiguos.
Como ya hemos dicho antes, la velocidad de cambio de intensidad de luz en un receptor
no puede proporcionar informacioén sobre la velocidad o direcciéon del movimiento de la
imagen. La ambigiliedad en la direccién del movimiento se podria resolver si se procesara
el signo del gradiente espacial de intensidad de luz; por ejemplo, un incremento en la
intensidad junto con un gradiente espacial positivo indica, sin ambigiiedad, movimiento
hacia la izquierda. Ademads, si se conoce la pendiente del gradiente espacial, también se
puede determinar la velocidad del movimiento de la imagen. La relacion entre la velocidad,

la tasa de cambio de la intensidad en un punto y el gradiente espacial de intensidad en
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torno a ese punto vienen dados por
0l dx

ot 01
donde v es la velocidad de la imagen y 0I/0t y dx/6I son las derivadas parciales de la

intensidad respecto al tiempo y de la distancia a lo largo del eje z. Si se pueden calcular
estas dos derivadas, serd posible medir sin ambigiiedad, la velocidad a lo largo de un unico
eje. La derivada del tiempo podria obtenerse a partir del cambio de intensidad de un inico
receptor, pero el cdlculo del gradiente espacial requiere de dos o més receptores vecinos.

Una pregunta obvia es si este tipo de algoritmo se halla implementado en cualquier
sistema visual. Marr y Ullman ([31]) sugiren que si lo estd y en particular ya que se
miden los gradientes en intensidad mediante el algoritmo A?G de Marr y Hildreth, la
velocidad del movimiento de estos gradientes se procesa al mismo tiempo. La presencia
de un gradiente espacial viene indicado por un paso de cero en la salidad de un filtro
V2G y Marr y Ullman proponen que se halle la diferencial con respecto al tiempo para
producir una medida de la velocidad.

La figura A.20a muestra el perfil de los valores de V2G x I alrededor del paso de cero
en X; si todo el patrén de luz se mueve hacia la derecha los valores de d(V2G x I)/dt
son como se muestra en la figura A.20b, mientras que si se mueven hacia la izquierda son
como se muestra en la figura A.20c. El movimiento hacia la derecha produce un valor
positivo en la derivada del tiempo en el punto X, mientras que el movimiento hacia la
izquierda produce un valor negativo. Por lo tanto el algoritmo puede procesar la direccién
del movimiento a lo largo de un eje. Sobre el procesamiento en la retina de estas derivadas

y el uso de las células ganglionares puede verse [5] pagina 445.

A.3.3. Sobre la percepcion de otros aspectos de la visién

Aunque en las subsecciones anteriores hemos estudiados con cierto detenimiento el
modelo propuesto por Marr para algunos procesos de la vision, el modelo de Marr es
mucho més completo e incluye ademas los moédulos siguientes forma, textura, sombra,

color, etc. El lector interesado debe consultar el capitulo tercero de su famoso libro.

A.3.4. Recapitulacion sobre la teoria del esbozo 2% D de Marr

Las ideas que hemos presentado sobre el enfoque de la percepcion de la profundidad

y del movimiento se incorporan, como ya sabemos, en un solo tratamiento tedrico por
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Marr([28]). Como ya sabemos Marr ve el objetivo del procesamiento visual temprano co-
mo la producciéon de una descripcién de las superficies visibles del entorno, de modo que
su disposicién ordinal y su distribucion se describan con respecto al observador. A esta
descripcién la denomina esbozo 2% D y se construye a partir de varias fuentes diferentes.
El contorno, la textura y la informacién del sombreado disponibles en el esbozo primario
completo, la estereopsis y el andlisis de los movimientos presentes, todo interviene en el
esbozo 2% D, que actia como un almacén de memoria en el que las soluciones parcia-
les pueden almacenarse como producto del procesamiento. La etiqueta 21/2D deriva del
supuesto de que el esbozo capta una enorme cantidad de profundidades relativas y orien-
taciones de superficie, cambios locales y discontinuidades es éstas. Sin embargo, algunos
aspectos estan representados mas exactamente que otros. En particular, Marr concluye
que el esbozo 2% D representa la orientacion de la superficie mucho mas exactamente que
la profundidad. (ver figura A.21) Las discontinuidades en profundidad vienen sefialadas,
sobre todo por los mecanismos de estereopsis y por la presencia de oclusiéon. La oclusion
puede especificarse por la presencia de contornos oclusivos en el esbozo primario y por
discontinuidades en el patréon de movimiento presente. La informacién sobre la orientacion
de la superficie viene proporcionada por la estereopsis, por los contornos de superficie y

de textura, y por un andlisis de la estructura a partir del movimiento.

Finalmente, una nota sobre la modularidad. Marr concibié la organizacién del sistema
visual como intrinsecamente modular, de modo que la estereopsis, la estructura a partir
del movimiento, la figura a partir del sombreado y asi sucesivamente pudieran estudiarse
todas en relativo aislamiento, dado que son procesos que actian en gran medida uno
independiente de otro. Diferentes tedricos sugieren que es el acto de reconocimiento de
un determinado objeto, en una determinada localizacién el que junta las descripciones

separadas.

Marr considera el esbozo 2% D como el producto final del procesamiento visual tem-
prano. Aunque dicho esbozo todavia no ha sido implementado en un ordenador, sugiere
que puede escribirse en gran medida sin recurrir a informacion que fluya hacia abajo. Sin

embargo, es obvio que nos queda todavia proceso de reconocimiento.
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Figura A.21: Esbozo 2% D de un cubo. Las superficies del cubo estan representadas por una
serie de vectores primitivos como agujas. La longitud representa el grado de inclinacion

de la superficie, y la orientacion de la aguja, la direccién en la que se inclina.
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Figura A.22: diferentes formas de la letra A

A.4. Teoria del Reconocimiento del Objeto de Marr
y Nishihara

Una parte esencial de la conducta de los animales y las personas es su habilidad
para el reconocimiento de los objetos, animales y personas que son importantes para
su supervivencia. Las personas son capaces de reconocer a un gran nimero de otras
personas, las letras del alfabeto, edificios familiares, etc. Los animales necesitan reconocer
puntos destacados del terreno, presas apropiadas, parejas o depredadores potenciales y

comportarse de la manera apropiada ante cada categoria.

Si damos por sentado que la informacién disponible para una persona o animal es
una imagen bidimensional estatica en la retina, inmediatamente surge el problema para
explicar el reconocimiento visual. Tomenos el ejemplo de una persona que reconoce las
letras del alfabeto: el problema radica en que a una determinada letra le puede correponder
un numero infinito de imagenes retinianas, dependiendo de como ha sido escrita la letra,
cémo es de grande, dngulo desde el que la vemos, etc (ver figura A.22), aunque de alguna
manera reconocemos todos estos patrones de luz como correspondientes a la misma letra.
Consideremos ahora el problema del reconocimiento de la cara de un amigo: la imagen de
su cara en la retina dependerd de las condiciones de iluminacién y de su distancia, angulo
y expresion facial. Otra vez, todas estas imdagenes se clasifican conjuntamente, aunque

algunas son bastante desiguales.

Ambos casos ilustran el problema de la equivalencia del estimulo, si el que controla la
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experiencia es un patron de luz, o una imagen, sobre la retina entonces hay un numero
infinito de imagenes que son equivalentes en sus efectos y diferentes respecto a otros
conjuntos de imagenes. Obviamente, todas las imagenes que corresponden a una cosa en
concreto, ya sea una letra del alfabeto o una cara, deben de tener algo en comin, pero el
problema es encontrar exactamente esto y como se detecta. Analizaremos aqui el modelo
propuesto por Marr, el lector interesado en otros modelos puede consultar, entre otros, el
libro [5].

Marr y Nishihara ([30]) sentaron los fundamentos para una posible teoria del recono-
cimiento. Un objeto debe describirse dentro de un marco de referencia basado en la forma
del mismo. Para realizar esto debemos ser capaces de establecer un marco de coordenadas
canénicas (un marco de coordenadas que venga determinado por su forma) para la forma

antes que ella haya sido descrita.

La serie adecuada de elementos descriptivos (primitivos) para describir una forma
dependerd, en parte, del nivel de detalle que la forma ha de captar. Los dedos de una
mano no estan expresados en un sistema que utilice como primitivas el tamafio de los
brazos y las piernas. Para empezar a abordar este problema Marr y Nishihara sugieren
que necesitamos una organizacién modular de las descripciones de la forma con primitivos
de diferentes tamafos utilizados a diferentes niveles. Esto permite que una descripcién de
alto nivel sea estable por encima de los cambios en el detalle fino, pero la sensibilidad a

dichos cambios debe estar disponible en otros niveles.

Primero hemos de definir un eje para la representacién de la forma. Las formas que son
alargadas o tienen un eje de simetria son las méas faciles de describir y Marr y Nishihara
limitan su tratamiento a la clase de tales objetos, que pueden describirse como una serie de
uno o mas conos generalizados. Un cono generalizado es una superficie creada al mover a
lo largo de un eje una seccién transversal de forma constante, pero de tamafio variable (ver
figura A.23). La seccién transversal puede hacerse mas gruesa o mas delgada con tal de que
se conserve su forma. Una descripcién que utilice primitivos basados en ejes es como una
figura hecha de palos. Estas figuras captan las longitudes relativas y la disposicién de los
ejes que forman los componentes de la estructura completa. Los grosores relativos podrian
incluirse también. Podemos usar un solo palo para representar una pierna completa, o bien
tres palos mas pequefios para representar los segmentos de dicho miembro, el superior, el
inferior y el pie. Obviamente podemos ir a niveles mas finos. En cada nivel de la descripcién

podemos construir un modelo 3D, en el que cada modelo especifica:
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Muesira de secoion
transversal

Figura A.23: Ejemplo de cono generalizado



A.4. TEORIA DEL RECONOCIMIENTO DEL OBJETO DE MARR Y NISHIHARA321

Humano

~
P

Brazo

1
\. Antebrazo
m <\\ Mano

W

e

Figura A.24: Jerarquia de modelos 3D. cada encuadre muestra, a la izquierda el eje prin-

cipal de la figura y a la derecha sus ejes componentes

1. Un solo eje del modelo. Este proporciona una informacién tosca sobre el tamaifio y

la orientacién de la forma global descrita.
2. Las disposiciones y longitudes de los principales ejes componentes.

3. Indicaciones de los modelos 3D para las formas componentes asociadas con estos

ejes componentes.

Esto conduce a una jerarquia de modelos 3D ilustrada en la figura A.24.

Se piensa que el reconocimiento se logra cuando se establece una comparacion entre
la descripcién del modelo 3D derivada de la imagen y otra del catdlogo almacenado de
descrpciones de modelos 3D correspondientes a objetos conocidos. Estas a su vez pueden
estar organizadas jerdrquicamente en cuanto a la especificidad de sus descripciones (ver
figura A.25). Asi una figura humana puede compararse al modelo general de un bipedo,
o al modelo més especifico de un humano. Un mono y un humano se distinguen por las
longitudes relativas de los ejes componentes en la descripcién del modelo de un bipedo.

Es obvio que necesitamos abordar la cuestién de como obtener tales descripciones
de modelos 3D antes del acceso al catdlogo. Necesitamos obtener los ejes, a partir de
una imagen, sin saber que objeto es el que la imagen representa. Marr prueba que bajo

algunas condiciones estos ejes se pueden obtener a partir de los contornos oclusivos (los
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que muestran la silueta del objeto) de una imagen.

Estos ejes, obtenidos a partir de los contornos oclusivos, ahora estan centrados en el
observador. Dependen de la imagen, que a su vez depende del punto panoramico. Debemos
transformarlos en ejes centrados en el objeto y para ello tenemos que usar el procesado
en el espacio de la imagen. El procesado en el espacio de la imagen actia sobre los ejes
centrados en el observador y los convierte en coordenadas centradas en el objeto, para
que las relaciones entre los diferentes ejes de la figura se especifiquen en tres y no en dos
dimensiones. Puede hacerse uso de informacién a partir de la estereopsis, la textura y
el sombreado para lograr esto, pero puede también ser necesario utilizar comparaciones
preliminares con descripciones del modelo 3D almacenadas, para mejorar el andlisis de la

imagen. Estas ideas han tenido evolucién con los afios que no discutiremos aqui.
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Figura A.25: Catédlogo de descripciones de modelo 3D con diferentes niveles de especifici-
dad
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Apéndice B

De la Escena 3-D a la Imagen 2-D

B.1. Introducciéon

En este capitulo estudiaremos primero como se forman las imagenes 2-D a partir de
las escenas tridimesionales. Entender la formacién de imagenes es un prerrequisito para
entender completamente los métodos de recuperar informacién 3-D a partir de imagenes.
Si entendemos el proceso por el cual el mundo 3-D (una escena) se proyecta en el mundo 2-

D (una imagen) comprenderemos dos aspectos fundamentales de la formacién de imédgenes:
= ;Qué determina donde aparece la imagen de un punto?.
= ;Qué determina lo brillante que la imagen de una superficie sera?.

La respuesta a estas preguntas requiere conocimiento sobre la proyeccion de imagenes,

fotometria y radiometria, conceptos que discutiremos en casos simples.

B.2. Formacion de Imagenes

Antes de analizar una imagen hemos de estudiar como se forma. Una imagen es un
patron bidimensional de luminosidad. Cémo se produce este patréon lo vamos a estudiar
en dos partes. Primero veremos la correspondencia geométrica entre puntos en la escena
y puntos en la imagen para posteriormente analizar qué determina la luminosidad de un

punto en la imagen.

325
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Figura B.1: De escena 3-D a la imagen 2-D

B.2.1. Perspectiva por Proyeccion

Consideremos un agujero diminuto ideal (ojo de aguja) a una distancia fija delante del
plano de la imagen (ver figura B.1). Supongamos que idealmente sélo la luz que viene a
partir del ojo de la aguja puede alcanzar el plano de la imagen. Puesto que la luz viaja
en linea recta, cada punto en la imagen corresponde a una direccién particular definida
por un rayo desde el punto a través del ojo de la aguja.

Definimos el eje 6ptico, en este caso simple, como la perpendicular, a través del ojo
de la aguja, al plano de la imagen. Introducimos un sistema de coordenadas con el origen
en el ojo de la aguja y el eje z alineado con el eje 6ptico y apuntando hacia la imagen.
Es importante tener en cuenta que con esta orientacion los puntos hacia los que mira la
cdmara tienen componente z negativa.

Queremos ahora calcular dénde aparecerd la imagen P’ del punto P que estd sobre
un objeto enfrente de la cdmara (ver figura B.1). Supondremos que no existe ningin otro
objeto en el rayo que une P y el ojo de la aguja O. Sea r = (z,y, 2)" el vector que une P
yOyr = (¢, f') el que une O y P'.

Si el rayo que conecta Py P’ forma un dngulo « con el eje éptico tendremos
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donde z es el vector unitario en la direccién del eje 6ptico. Es importante recordar que

los puntos delante de la cAmara tienen componente z negativa. Ademas

fl
cos(a) =
Il
de modo que
el x|l
= B.1
f! rz (B.1)
lo que en componentes significa
¥ =z vy oy
= y =
ooz frooz

No discutiremos aqui el modelo de proyeccion ortografica. Este tipo de proyeccién se
modela mediante rayos paralelos al eje éptico en lugar de rayos que pasan a través del ojo

de la aguja.

B.3. Introducciéon a la Fotometria

El tema mas dificil y también mds interesante de la formacion de imagenes es saber
que determina la luminosidad, concepto informal que se usa en lugar de luminancia e
iluminancia, en un punto dado de la imagen. La luminosidad es un concepto informal que
se usa para referirse al menos a dos ideas distintas, luminosidad de la escena y luminosidad
de la imagen. En la imagen, la luminosidad se relaciona con el flujo de energia incidente
en el plano de la imagen y puede medirse de diferentes formas. Aqui introduciremos el
término iluminancia que sustituye al concepto informal de luminosidad de la imagen.

Comenzaremos definiendo antes lo que se conoce como Intensidad luminosa de una

fuente puntual, ver [7] para una introduccién a la fotometria.

B.3.1. Intensidad luminosa de una fuente puntual (I)

Supongamos que un emisor puntual P, ver figura B.2, emite en un angulo sélido dw
un flujo luminoso dF'. Entonces el cociente

dF
T dw
Recibe el nombre de intensidad. La unidad es la candela, c¢d, 1ed = 1lum/1estereorradian

I (B.2)

Es importante tener en cuenta que este concepto podria hacerse dependiente de la direc-

cién.
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dw

Figura B.2: intensidad

Iluminancia (E) cuando sobre un elemento de drea dS llega un flujo luminoso dF,
se dice que dS recibe una iluminacién, a cuyo fendémeno le corresponde una magnitud
llamada ¢luminancia, definida por

E =dF/dS (B.3)

La unidad es el lux, lz, 1llz = 1lm/1m?

B.3.2. Ley del cuadrado de la distancia. Relacion Intensidad-

Tluminancia

Si por un cono de angulo sélido dw se propaga un flujo dF' procedente de una fuente
puntual P, ver figura B.3, la intensidad correspondiente serd I = dF'/dw.
Si este flujo incide sobre una superficie dS cuya normal forma con el eje del cono un

adngulo «, la iluminancia que recibe serd
E =dF/dS = (Idw)/dS = Icosa/r? (B.4)

ya que teniendo en cuenta que el dngulo sélido asociado a un elemento de &rea viene
definido por el cono que tiene como vértice el punto de radiacién y cuyo eje es el segmento
de linea que va desde el punto al centro del elemento de area, y que el tamaio del angulo
solido es el area interceptada por el cono sobre una esfera de radio unidad centrada en el
punto de radiacién. Puede comprobarse que dw = ds;f%

La ecuacién anterior contiene dos leyes: primero, la iluminancia que sobre un elemento

de superficie produce el flujo procedente de una fuente puntual es inversamente propor-
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//N

Figura B.3: Intensidad-Iluminancia

cional al cuadrado de la distancia, y segundo, la iluminancia es directamente proporcional

al coseno del angulo de incidencia.

B.3.3. Fuentes no Puntuales. Luminancia

En general el punto no tiene existencia sino como limite de una superficie o un volumen.
Las fuentes luminosas tendran una extensién superficial por pequeiia que sea. Lo mismo
es aplicable a los receptores. Por tanto hemos de hacer una fotometria para superficies.

Luminancia. Esta magnitud fotométrica tiene una importancia excepcional ya que es
la variable que aprecia el ojo cuando observa fuentes extensas. Para definirla supongamos
(ver figura B.4), un elemento de superficie dS que emite luz en todas las direcciones
con uniformidad en todos sus puntos y un receptor de drea dS’ a distancia r de dS.
Supongamos también que la normal N a dS en P forma un dngulo o con r, que dS’ es
normal a 7, y que las dimensiones lineales de dS y dS’ son pequeifias con respecto a r.

De cada punto de dS saldrd un cono elemental de luz, cuyo flujo recogera el receptor
dS’'. Dadas las pequefias dimensiones lineales de dS y dS’ frente a r, estos conos pueden
considerarse de igual dngulo sélido dw, y que todos transportan el mismo flujo, supuesta
la emisién uniforme.

Es obvio que el flujo total que dF que dS’ recibe de dS serd proporcional a dS'y dw
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dsS

Figura B.4: Fuentes no puntuales

ademas, es obvio que dicho flujo dependerd en general del dngulo a a través de un factor

f(a) a determinar en cada caso. Todo lo anterior es expresable mediante la ecuacién
dF = L,dSdwf(«) (B.5)

el coeficiente L, se llama luminancia de la superficie emisora en la direccién definida por

el angulo «, y podemos escribir
L, =dF/(dSdwf(a)) (B.6)

Cuando dS' es la pupila del ojo, tenemos una sensacién subjetiva que recibe el nom-
bre de claridad, la cual varia con la luminancia. Iguales luminancias producen la misma

claridad subjetiva.

B.3.4. Emisores y Difusores perfectos. Ley de Lambert

Supongamos una superficie emisora dS limitada por un diafragma elemental D. Fijando
a y r y modificando D y dS' podemos observar la proporcionalidad de dF' con respecto
a dS y dw. Fijando D y dS' y girando dS podemos determinar el producto L, f(«a) (ver
figura B.5).

Existen ciertos emisores y difusores para los que L, f(a) es Lcos(a). Son los llama-
dos emisores o difusores perfectos y también lambertianos. Estas superficies persentan la

misma claridad independiente del dngulo de observacién. Para ellos se tiene

dF = LdSdwcos(a) (B.7)
L = dF/(dSdwcos(a)) (B.8)
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dsS

Figura B.5: Emisores y Difusores

observemos que dF'/dw tiene las dimensiones de una intensidad. Es la intensidad fuente

extensa en la direccién « respecto a su normal, [, y se tiene
L =1,/(dScos(a))

su unidad es el nit, 1nit = led/1m?.

B.3.5. Ley de lambert

Cuando una superficie emisora se observa desde distintos angulos, se ve para muchos
emisores y difusores que la claridad que presenta es independiente del dngulo de obser-
vacion. Esto quiere decir, como ya hemos visto que estamos en presencia de superficies
lambertianas. Si llamamos I a la intensidad segtin la normal, e I, a la que presenta en

la direccién o podemos escribir

Iy I,

T das dScos(a)

de donde tenemos la llamada ley de Lambert
I, = Iycos(a)

Todo emisor o difusor que cumpla esta ley se dice que emite con arreglo a la ley del coseno
o ley de Lambert.

Los metales fundidos cumplen la ley del coseno con bastante aproximaciéon. Como
difusor patrén se suele utilizar el 6xido de magnesio. También son buenos difusores los

vidrios esmerilados, las porcelanas blancas esmeriladas y el yeso.
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Figura B.6: Relaciones fotométricas entre superficies

En adelante trataremos con emisores difusores perfectos y emplearemos para su lumi-
nancia constante el simbolo L.

Antes de analizar las relaciones fotométricas mas importantes es bueno comentar las
relaciones entre las emisiones puntuales y de fuentes extensas. Puede probarse que la
intensidad para fuentes extensas concuerda funcionalmente con la intensidad definida

para objetos puntuales, siendo valida también la ley del cuadrado de la distancia, ver [7].

B.3.6. Relaciones Fotométricas

Del contenido de los parrafos anteriores se deducen una serie de importantes relaciones

entre las distintas magnitudes fotométricas que ahora estudiaremos.
1. Relacién Intensidad-Luminancia. Es obvio que se tiene

I, = LdScos(a)

2. Relaciones Fotométricas entre dos elementos de superficie. Supongamos, figura B.6,
dos elementos de superficie dS; y dSs, siendo r la distancia entre ambos y que la recta

que los une forma con sus vectores normales unos dngulos a; y ae respectivamente.
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Como ya hemos visto, el flujo que de dS; recibe dSs, supuesto un emisor perfecto,

es
dFF = I, dw = Iycos(ay)dw (B.9)
= Lycos(ay)dSidw (B.10)
_ Llcos(ozl)dSzlcos(ozz)dsg (B.11)
r

siendo por tanto la iluminancia en dS

Licos(ar)dSicos(a)
2

E =dF/dS, =

r

3. Relacion Flujo-Luminancia. Supongamos un elemento de emisor perfecto dS, ver
figura B.7, que emite un flujo total F' en el semiespacio superior y que presenta
una luminancia L, observemos que estamos hablando de emitir y observar. Tome-
mos como elemento de superficie do, la zona de amplitud da cuya area serd do =
2mrisen(a)da, el &ngulo sélido que subtiende do desde el centro de la esfera serd dw =

do/r* = 2wsen(a)da, éste es el angulo sélido del anillo que determina da.

Si llamamos I, a la intensidad en la direccién «, tendremos para el flujo que dS

emite en dw
dF = I,dw = LdScos(a)dw = 2w LdSsen(a)cos(a)da
integrando para toda la semiesfera

2
F = 27rLdS/ sen(a)cos(a)da = wLdS (B.12)
0

4. Llegamos ahora a la relacién mas importante, la que liga el flujo recibido con el flujo

emitido. Relacién Iluminancia-Luminancia.

Supongamos que un elemento difusor perfecto dS recibe un flujo F' y lo reemite
totalmente con arreglo a la ley del coseno. Se comportard entonces como un difusor

perfecto y cumplird la ecuacién B.12.

Por otra parte, la iluminacién recibida serd E = F/dS, obteniéndose entonces la

siguiente relacién entre la iluminancia y la luminancia

E=nxL
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Figura B.7: Relacién flujo-lumimancia
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si el difusor tiene un factor de reflectancia p la ecuacién anterior se convierte en
pE =mL

Por ultimo es importante comentar aqui y brevemente el concepto de funcién de
distribucién de reflectancia bidimensional. Esta funcién se define como la fraccion
de luz incidente que se emite en una direcciéon cuando la superficie es iluminada
desde otra (ver [18]). Esta funcién la base de muchas técnias para la recuperacién

de informacién tridimensional a partir de iméagenes.
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Apéndice C

Preliminares Matematicos

C.1. Resultados de Teoria de Matrices

C.1.1. Vectores y Matrices

Con frecuencia, las sucesiones unidimensionales y bidimensionales se representan me-
diante vectores y matrices, respectivamente. Un vector columna, u, que contiene N ele-
mentos se representa como

u(1)

u(2)
u={u(n)} =

u(N)

El n—ésimo elemento del vector u se nota u(n), u,, o [u],. Un vector columna de
tamafio N también se denomina vector NV x 1. De forma analoga, un vector fila de tamano
N se denomina vector 1 x N.

Una matriz A de tamano M x N tiene M filas y N columnas y se define como

a(1,1) a(1,2) ... a(L,N)
A= {a(m,n)} = a(2., 2) a(2., 2) ... a(QiN)
a(M,1) a(M,2) ... a(M,N)

El elemento de la m—ésima fila y la n—ésima columna de la matriz A se nota [A],, , =
a(m,n) = am,. La n—ésima columna de A se nota a,, cuyo n—ésimo elemento se nota

a,(m) = a(m,n).
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Algunas definiciones basicas de teoria de matrices son las siguientes

Concepto Definicién Observaciones
Matriz A= {a(m,n)} m = indice de filas,

n = indice de columnas
Traspuesta AT ={a(n,m)}

Conjugada compleja
Traspuesta conjugada
Matriz identidad
Matriz nula

Suma

Multiplicacién escalar

Multiplicacién matricial

Matrices que conmutan

Producto interior

Producto exterior

Matriz simétrica
Matriz de Hermite

Determinante

Rango, [A]

Inversa, A~!
Matriz singular
Traza
Autovalores, A

Autovectores, ®,

A* = {a*(m,n)}

AT = {a*(n,m)}
I={6(m—mn)}

0 = {0}

A+ B = {a(m,n) +b(m,n)}
aA ={aa(m,n)}

c(m,n) = XK a(m, k)b(k,n)

AB = BA

<z,y>=aTy=3,z*(n)y(n)

vy’ ={z(m)y(n)}

A= AT
A= AT
|4

Numero de filas o columnas
linealmente independientes
ATTA=AATT =T

A~! no existe

Tr(A] =Y, a(n,n)

Las raices de |[A — A\ I| =0
Las soluciones de

Ay = N\ @y, @ #£ 0

Ay Bson M x N

Aes M x K, Bes K XN,
Ces M x N. AB # BA
En general, no es cierto
Escalar. Si < z,y >= 0,

x e y son ortogonales
xresMx1 yes N x1, el

producto exterior es M x N

Una matriz real simétrica
es una matriz de Hermite.
Sus autovalores son reales

Sélo para matrices cuadradas

Sélo para matrices cuadradas
Al =0
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C.1.2. Ordenacion por Filas y por Columnas

A veces es necesario expresar una matriz en forma de vector, por ejemplo, cuando se
almacena una imagen en un disco o una cinta. Sea * = O{z(m,n)} una ordenacién de
los elementos de la matriz {z(m,n)} en el vector x.

Una organizacién muy empleada es la llamada ordenacidon lexicografica. La orde-

nacion por filas de una matriz, X,;.n, se define como

' =[2z(1,1),...,2(1,N),z(2,1),...,2(2,N),...,z(M,1),...,z(M,N)* = O,{x(m,n)}
(C.1)

T o5 el vector fila obtenido colocando cada fila de X a la derecha de la

Por lo tanto, x
anterior.
Otra organizacién 1til es la ordenacién por columnas, que da el siguiente vector

ordenado por columnas

el = [x(1,1),...,2(M,1),2(1,2),...,2(M,2),...,2(1,N),...,z(M,N)| = a: = O {z(m,n)}

donde z,, es la n—ésima columna de la matriz X.

C.1.3. Reglas de Trasposicion y Conjugacion

- A*T — [AT]*
= [AB]T = BTAT

- [A*l]T — [AT]fl

[AB]* = A*B*
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C.1.4. Matrices Circulantes y de Toeplitz

Una matriz de Toeplitz, 7', es una matriz que tiene elementos constantes a lo largo
de la diagonal principal y las subdiagonales. Esto significa que los elementos t(m,n)
dependen solamente de la diferencia m — n, por lo que notaremos t(m,n) = t,,_,. Por lo

tanto una matriz de Toeplitz NV X N es de la forma

[ to ta RRIRI A S ]
t1  to to1 o t_ny2
T=1| 4
t 1
| In1 ot h to |

y estd completamente definida mediante los 2NV — 1 elementos {t;, —N+1 <k < N —1}.
Las matrices de Toeplitz describen las transformaciones entrada-salida de los sistemas
unidimensionales lineales espacialmente invariantes.

Una matriz, C, es circulante si cada una de sus filas (o columnas) se obtiene mediante

un desplazamiento circular de la fila (o columna) anterior

Co c1 €2 o CN-1
CN-1 G0 C1 ot CN-2
T =
C2 €1
cl Cy ' CN-1 Co

Podemos comprobar que C también es Toeplitz y que ¢(m,n) = ¢((m — n) méd N).
Las matrices circulantes describen el comportamiento entrada-salida de los sistemas

unidimensionales lineales periédicos.

C.1.5. Matrices Ortogonales y Unitarias

Una matriz ortogonal es aquella cuya inversa es igual a su traspuesta, es decir, si
AT = AT o0 ATA = AAT =1T.

Se dice que una matriz es unitaria si su inversa es igual a su traspuesta conjugada,
es decir, si A7t = AT, 0 AAT = ATA=1.

Una matriz real ortogonal también es unitaria, pero una matriz unitaria no tiene por

qué ser ortogonal. Las definiciones anteriores implican que las columnas (o filas) de una



C.1. RESULTADOS DE TEORIA DE MATRICES 341

matriz unitaria N X N son ortogonales y forman un conjunto completo de vectores base

de un espacio vectorial N —dimensional.

C.1.6. Matrices Definidas Positivas y Formas Cuadraticas

Se dice que una matriz de Hermite, A, de tamafio N x N es definida positiva o

semidefinida positiva si la forma cuadratica
Q=aTAz, VY # 0

es positiva (> 0) o no negativa (> 0), respectivamente. De forma andloga, A es definida
negativa o semidefinida negativa si Q < 0 o Q@ < 0. Una matriz que no satisface
ninguna de las anteriores condiciones es indefinida.

Si A es una matriz simétrica definida positiva (no negativa), todos sus autovalores

{Ar} son positivos (no negativos) y el determinante de A satisface la desigualdad
N N
A= TL Mo < T ok, b) (€3)
k=1 k=1

C.1.7. Formas Diagonales

Para cualquier matriz de Hermite, R, existe una matriz unitaria ® tal que
PTR® = A (C.4)

donde A es una matriz diagonal que contiene los autovalores de R. Una forma alternativa
de (C.4) es
R® = ®A (C.5)

que es el conjunto de ecuaciones de autovalores
R®; = A\ Py, k=1,...,N (C.6)

donde {Ax} y {®x} son los autovalores y autovectores de R. Para matrices de Hermite,
los autovectores correspondientes a autovalores distintos son ortogonales. Para autovalo-
res repetidos, sus autovectores forman un subespacio que puede ser ortogonalizado para
obtener un conjunto completo de autovectores ortogonales. La normalizacién de estos au-
tovectores da un conjunto ortonormal, es decir, la matriz unitaria ®, cuyas columnas son

estos autovectores. La matriz ® se denomina automatriz.
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C.2. Matrices por Bloques y Matrices de Kronecker

En procesamiento de imégenes, el andlisis de muchos problemas se puede simplifi-
car sustancialmente trabajando con matrices por bloques y los llamados productos de
Kronecker. Por ejemplo, la convoluciéon bidimensional puede expresarse a través de ope-

raciones simples de matrices por bloques.

C.2.1. Matrices por Bloques

Cualquier matriz, A, cuyos elementos son a su vez matrices se denomina matriz por

bloques; por ejemplo

Al,l A1,2 e Al,n
A A‘271 A.272 Ce A2,n
Am,l Am,2 o Am,n

es una matriz por bloques, donde {4, ;} son matrices p x g. Se dice que la matriz A es
una matriz por bloques m x n de dimensién bdsica p x g. Si A;; son matrices cuadradas
(p X p), se dice que A es una matriz por bloques m x n de dimensién bésica p.

Si la estructura de los bloques es de Toeplitz (A;; = A;_;), o circulante (4;; =
A((i—j) méd n)» m = n) entonces A se denomina Toeplitz por bloques o circulante por
bloques, respectivamente. Ademds, si cada bloque a su vez es Toeplitz (o circulante),
entonces A se denomina doblemente Toeplitz por bloques (o doblemente circu-
lante por bloques). Si {A;;} son Toeplitz (o circulantes) pero (A;; # A;_;) entonces
A se denomina matriz de bloques Toeplitz (o de bloques circulantes). Una matriz
doblemente Toeplitz (o circulante) por bloques no tiene por qué ser totalmente Toeplitz

(o circulante).

C.2.2. Productos de Kronecker

Si Ay B son matrices M; X My y Ny X N, su producto de Kronecker se define como

a(l,1)B -+ a(l,M,)B
A® B ={a(m,n)B} = : : (C.7)
a(Mi;,1)B --- A(M;, My)B
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Esta es una matriz por bloques M; x M, de dimensién basica N1 X Ny. Resulta evidente

que A® B # B ® A. Los productos de Kronecker son tutiles para generar matrices de

mayor orden a partir de otras de orden menor. Algunas propiedades de los productos de

Kronecker son las siguientes

10.

11.

12.

13.

(A+B) @ C=A®B+B®C

(A B®C)=A® (B®C)

a(A® B) = (aA) ® B=A® (aB), donde « es un escalar.

(A® B)T = AT @ BT

(A By '=A1® B!

(A® B)(C ® D) = (AC) ® (BD)

AR B=(A®I)(I® B)

[IL_(Ax ® By) = (Hﬁc:l Ak) ® (Hﬁc:l Bk), donde Aj y By, son matrices cuadradas.
det(A® B) = (det A)™(det B)", donde Aesm xmy Besn xn
Tr(A® B) = [Tr(A)][Tr(B)]

Si r(A) denota el rango de una matriz A, entonces r(A ® B) = r(A)r(B).
Si A y B son unitarias, entonces A ® B también es unitaria.

SiC =A® B, Cty, = vwtr, Ax; = Nz, By = pjyj,
entonces ty = T; @ Ui, Yk = Aipj, 1 <1 <m, 1 <j<n, 1<k< mn.

C.2.3. Operaciones Separables

Consideremos la transformacién (en una imagen U de tamaiio N x M)

V = AUBT < v(k,1) = Y a(k, m)u(m, n)b(l, n) (C.8)
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Esta expresién define una clase de operaciones separables, donde A opera sobre las
columnas de U y B opera sobre las filas del resultado. Si vy, y u,, denotan los vectores fila

k—ésimo y m—ésimo de V' y U, respectivamente, la serie anterior se puede expresar como

v = Za(k, m)[Bul] = Z[A ® B]kmuﬂ (C.9)

m m

donde [A @ Blg, es el (k,m)—ésimo bloque de A ® B. Por lo tanto, si U y V estan

ordenadas por filas en los vectores u y v, respectivamente, entonces
V = AUB" = v = (A® B)u (C.10)

Asi pues, esta transformacion separable resulta en un producto de Kronecker que opera

sobre un vector.

C.3. Senales Aleatorias

C.3.1. Definiciones

Una senal discreta aleatoria compleja o proceso aleatorio discreto es una

sucesién de variables aleatorias u(n). Para sucesiones aleatorias complejas se definen

Media = pu(n) = p(n) = Elu(n)]

Varianza = 02 = E[lu(n) — u(n)?]

Covarianza = Covlu(n),u(n")] = ru(n,n') = E{[u(n) — p(n)][u*(n") — p*(n")]}
Covarianza cruzada = Cov[u(n),v(n')] = ry(n,n')E{[u(n) — pu(n)][v*(n') — pi(n')]}
Autocorrelacién = aw(n,n') =a(n,n') = Eflu(n)u*(n')] = r(n,n’) + u(n)u*(n')
Correlacién cruzada = ayy(n,n') = Elu(n)v*(n')] = ryp(n, n') + pu(n)pi(n')

El operador F representa la esperanza matematica. Para un vector u de tamano N x 1,

su media, covarianza y otras propiedades se definen de la siguiente forma

Elu] = p={p(n)} es un vector N x 1
Covlu] = E(u—p)(u* —p*)' =R, ={r(n,n')} es una matriz N x N
Cov[u,v] = E(u— p,)(v* — 1) = Ryy = {rw(n,n')} es una matriz N x N

iy R representan el vector de medias y la matriz de covarianzas del vector u.



C.3. SENALES ALEATORIAS 345

C.3.2. Distribucion Normal o Gaussiana

La funcién de densidad de probabilidad de una variable aleatoria, u, se nota p,(u).

Para una variable aleatoria Gaussiana

Pu(u) = . eXp{M} (C.11)

donde i y 0% son su media y varianza, y u representa el valor que toma la variable aleatoria.

Para p = 0 y 02 = 1, se denomina distribucién normal estandar.

C.3.3. Procesos Aleatorios Gaussianos

Una sucesién se denomina proceso aleatorio gaussiano (o normal) si la densidad
de probabilidad asociada a cualquier subsucesién finita es una distribucién gaussiana. Por

ejemplo, para una sucesién gaussiana {u(n),1 < n < N}, la densidad asociada seria

pu(v) = pulen, vz, - uy) = [(20) V2RIV exp{~1/2(u— w) TR M u—p)}  (C.12)

donde R es la matriz de covarianza de u y se supone que es no singular.

C.3.4. Procesos Estacionarios

Se dice que una sucesién aleatoria, u(n), es estrictamente estacionaria si la densi-
dad asociada a cualquier subsucesién {u(l), 1 <! < k} es la misma que la de la sucesién
desplazada {u(l+m), 1 <[ < k}, para cualquier entero m y cualquier longitud k. Se dice

que la sucesién u(n) es estacionaria en un sentido amplio si
E[u(n)] = p = constante (C.13)
Elu(n)u*(n")] =r(n —n') (C.14)
Esto implica que r(n,n') = r(n — n'), lo que significa que la matriz de covarianza de
u(n) es Toeplitz.
La funcién de covarianza de un proceso estacionario, u(n), verifica

r(n) = Covlu(n),u(0)] = Covlu(n' + n),u(n')], Vn',vn (C.15)

A partir de su definicién puede comprobarse que las matrices de covarianza y de

autocorrelacién, 7(n,n’) y a(n,n’), son de Hermite y definidas no negativas

r(n,n') =r*(n’,n), ¥n,n' (C.16)
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>N z(n)r(n,n')z*(n') > 0, z(n) # 0, Vn (C.17)

nl

C.3.5. Procesos de Markov

Se dice que una sucesién aleatoria, u(n), es una sucesién de Markov de orden p
si

Problu(n)|u(n — 1),u(n — 2),...] = Problu(n)|u(n — 1),u(n — p)], ¥n (C.18)

Una interpretaciéon de una sucesion de Markov de orden p es que si el ”presente”,
{u(j), n —p < j < n— 1}, es conocido, entonces el "pasado”’, {u(j), 7 < n—p} yel

"futuro”, {u(j), j > n}, son independientes. Por tanto la esperanza condicional satisface

Elu(n)lu(n —1),u(n — 2),...] = E[lu(n)|u(n —1),...,u(n — p)], Vn (C.19)

C.3.6. Ortogonalidad e Independencia

Se dice que dos variables aleatorias, z e y, son independientes sii su funciéon de

probabilidad conjunta es el producto de las probabilidades marginales

Se dice que dos sucesiones aleatorias, z(n) e y(n), son independientes sii para todo n y
n' las variables aleatorias xz(n) e y(n') son independientes.

Se dice que las variables aleatorias z e y son ortogonales si

Elzy*] =0 (C.21)

y que estan incorreladas si
Elzy*] = (Ele])(Ely’]) (C.22)
Elx — pio)(y — 1y)’] =0 (C.23)

Por lo tanto las variables incorreladas de media 0 también son ortogonales. Las varia-

bles aleatorias gaussianas que estan incorreladas también son independientes.
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C.4. Campos Aleatorios Discretos

Cuando cada elemento de una sucesiéon bidimensional es una variable aleatoria, se le
denomina campo aleatorio discreto. Un campo aleatorio discreto puede representar,
por ejemplo, un conjunto de iméagenes.

La funciones de media y covarianza de un campo aleatorio complejo se definen como

Elu(m,n)] = u(m,n) (©24)
Covlu(m,n),u(m',n")] = ry(m,n;m'n") =

= El(u(m,n) = u(m,n))(w"(m',n') — u*(m',n"))] (C.25)

Se dice que un campo aleatorio es espacialmente invariante, homogéneo o esta-

clonario si

p(m,n) = p = constante (C.26)
ro(m,n;m',n') =ry(m—m',n—n') (C.27)
En este caso, la funcién de covarianza verifica

r(m,n) = Cov[u(m,n),u(0,0)] = Cov[u(m+m',n+n"),u(m',n')] V(m',n") (C.28)

Un campo aleatorio z(m, n) se llamard campo de ruido blanco cuando dos elementos
cualesquiera, z(m,n) y z(m’, n’), estén mutuamente incorrelados. La funcién de covarianza

serd entonces de la forma
re(m,n;m', n') = o2(m,n)s(m —m',n —n') (C.29)

Un campo aleatorio se llama gaussiano si todo segmento definido sobre un grid finito
arbitrario es gaussiano. Esto significa que todo segmento finito de u(m,n), cuando se
represente en un vector serd un proceso aleatorio gaussiano.

La covarianza y la autocorrelacion de campos bidimensionales tienen propiedades de

simetria y no negatividad similares a las de los procesos aleatorios unidimensionales
r(m,n;m'n") = r*(m',n'; m,n) (C.30)

YYD w(m,n)r(m,n;m!,n')z*(m/,n') >0, x(m,n) #0, ¥(m,n) (C.31)

m n m! n'
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Funciones de covarianza separables e isotropicas

Se dice que la funcién de covarianza de un campo aleatorio es separable cuando puede

expresarse como un producto de funciones de covarianza de sucesiones unidimensionales

Caso no estacionario:  r(m,n;m',n') = ri(m, m")r2(n,n') (C.32)

Caso estacionario:  r(m,n) = ri(m)rs(n) (C.33)

Una funcién de covarianza separable estacionaria muy utilizada en procesamiento de
imégenes es
r(m,n) = o*p{"pl", ol <1, |pa <1 (C.34)

o? representa la varianza del campo aleatorio y p; = r(1,0)/0?, po = r(0,1)/0? son la
correlacién en las direcciones m y n.
Otra funcién de covarianza considerada con frecuencia como mas realista para muchas

imagenes es la funciéon exponencial no separable

r(m,n) = o® exp [—\/(a1m2 + ayn?) (C.35)
Cuando a; = as = a, la covarianza es funcién de la distancia euclidea d = v/m? + n?,
es decir,
r(m,n) = o*p? (C.36)
donde p = exp(—|al). Esta funcién también se llama isotrépica o circularmente
simétrica.

C.5. La Funcién de Densidad Espectral

Sea u(m,n) una sucesion aleatoria estacionaria. Su Funcién Generadora de Cova-

rianza (FGC) se define como la Z-transformada de su funcién de covarianza, r,(n)

FGC{u(m,n)} = Syu(21, 22) Z Z ru(m,n)z; "z " (C.37)
La Funcién de Densidad Espectral (FDS) se define como la transformada de
Fourier de r,(n), que es la Funcién Generadora de Covarianza evaluada en z = exp(j27w)

o0 o0

FDS{u(m,n)} = Sy(wi,ws)= Y. > ru(m,n)exp[—j2m(wim + wen)] =

m=—00 N=—00

— SU(Z]_, Z2)|Z1:ej27rw17z2:ej27rw2 (038)
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Por tanto, la covarianza se puede expresar como la transformada de Fourier inversa

de la Funcién de Densidad Espectral, es decir

ro(m,n) = f: f: Su(wr, we) exp[j2m(wym + wan)| (C.39)

m=—o0 nN=—o0

Por tanto

o2 = E[|lu(m,n) — ul*] = r,(0,0) = i 50: Sul(wy, wa) (C.40)

m=—o0 nN=—o0

es decir, el volumen bajo S,(wi,ws) es igual a la potencia media del campo aleatorio
u(m,n). Fisicamente S, (w1, ws) representa la densidad de potencia en la imagen en fre-
cuencias espaciales (wy,ws). Por eso la Funcién de Densidad Espectral también se conoce
como Funcién de Densidad del Espectro de Potencia o, simplemente, Espectro de Potencia

del campo aleatorio.

Propiedades de la Funcién de Densidad Espectral

1. Teniendo en cuenta que la funcién de covarianza es simétrica conjugada se deduce

que la Funcion de Densidad Espectral es real
S(wr, ws) = S*(wy,ws)
Para campos aleatorios reales la Funcién de Densidad Espectral también es par.
2. La Funciéon de Densidad Espectral es no negativa

S(wl,wg) Z 0 le,wg

Esta propiedad debe cumplirse, ya que la potencia no puede ser negativa.

Para un sistema espacialmente invariante cuya respuesta en frecuencia sea H (wq,ws)
y cuya entrada sea un campo aleatorio €(m,n), la Funcién de Densidad Espectral de la

salida, u(m,n) viene dada por
Su(wl,wz) == |H(w1,w2)|2S€(w1,w2) (041)

Algunas propiedades de la Funcién de Densidad Espectral de sucesiones aleatorias

reales son las siguientes:
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Propiedad Unidimensional Bidimensional

Transformada de Fourier — S(w) <> r(n) S(wy,ws) <> r(m,n)

Real S(w) = S*(w) S(wr,we) = S*(wr, we

Par S(w) = S(—w) S(wi,w2) = S(—wr, —ws)

No negativa S(w) >0, Yw S(wr,ws) > 0, Ywy,ws

Salida de sistemas lineales S, (w) = |H(w)|?Sc(w) Sy(wi,ws) = [H (w1, ws)2Se(wy, w2)
Separabilidad S(wy,ws) = S1(wy)S2(w2)

si r(m,n) = ri(m)ra(n)

Ejemplo. 9 La funcion de covarianza de un campo estacionario de ruido blanco viene

dada por r(m,n) = 0%0mn. Su Funcion de Densidad Espectral es constante

S(wi,wsy) = o® Z Z Sm.n €xp[—Jj(2mwim + 271wen)] = o
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